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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote » 


Théorème 1 : 
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel de I. 


-Si f est continue en a , alors les fonctions af (f € IR) ; If | et f” ies IN*) sont continues en a 


, ; l 1 l f ; 
-Si f est continue en a etf (a) #0, alors les fonctions 3 et n (n e IN ) sont continues en a. 
-Si f et g sont continues en a etf (a) £ 0, alors les fonctions f +g et fxg sont continues en a. 


; i f - 
- Si f et g sont continues en a et g (a) £ 0, alors — est continue en a. 
8 


- Si f est positive sur I et f est continue en a, alors la fonction Vf est continue en a. 
Théorème 2 ‘Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut-être en un réel a de I. S'il existe 


une fonction g définie sur I, continue en a et telle que g( ]=1(x) pour tout x£a ; alors 
iImf(x)=g(a 
limf (x)=g(a) 
Théorème 3 -Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I , sauf peut-être en un réel a de I. Si la 
fonction f admet une limite finie œ lorsque x tend vers a; alors la fonction g définie sur I par 


ai EET 


est continue en a. 
Si x=4a 
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote » 


Théorème 4 : 
La limite d’une fonction polynôme à l’infini est la même que celle de son terme de plus haut degré. 
La limite d’une fonction rationnelle à l’infini est la même que celle du quotient des termes de plus haut 


degré. 





















Branches infinies : 
lim f (x)=+œ ou limf = —00 zi Fafa 
RR ( ) B La droite D:x =a estune 

















) 
x) re asymptote à C, 
xa 


lim hijab ou lim f(x) L La droite D: y =L est une 

nr ne — asymptote à C, 

lim [f(x)=(ax+b)|=0 ou lim [f(ż)-(ax+b)|=0 La droite D:y=ax +b est une 
| asymptote à C, 


f(x = 
e Si lim ) est linfini, alors C, admet une branche parabolique de direction (o j) au voisinage 


X—>+c X 


de +æ., 


(x 
lim f (x)=+æ ou limf( 









— 
+ 


f(x | 
e Si lim ) =0, alors C, admet une branche parabolique de direction (o ; i) au voisinage de +o. 


x>+ äă X 








x—> +e X 


Fr i f 
e Si lim =å (a E€ IR ) , alors deux cas peuvent se présenter selon im f (x) -ax | 
e Si lim |£ (x)- ax | =b (be IR) alors la droite d’équation y =ax +b est une asymptote oblique à la 
X—} +00 


courbe C, au voisinage de +. 


e Si lim!f(x)—ax | est l’infini alors la droite d’équation y = ax est une direction asymptotique à la 
q y ymptouq 


x+ 
courbe C, au voisinage de +. 

Continuité et limite d’une fonction composée : 

Définition :Soit u une fonction définie sur un ensemble I et v une fonction définie sur un ensemble J tel 

que u (1) Ed. | 


La fonction notée vou , définie sur I parvou(x)= v(u (x)), est appelée fonction composée de u et v 
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote » 
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Théorème 4 -Soit u une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel & et v une fonction 
définie sur un intervalle ouvert J contenant un réel u (a) Si u est continue en œQ et v est continue en u (a) : 


alors vou est continue en ©. 

Corollaire : La composée de deux fonction continues est continue. 

Théorème 5 ;Soit I et J deux intervalles ouverts, a un réel de I, b un réel de J et b’ un réel. 

Soitu une fonction définie sur I ,sauf peut être en a et v une fonction définie sur J sauf peut être en b. 


Si limu(x)=b et lim v(x)=b ; alorslimveu(x)=b 


X—)a 





Théorème 6 :Soitu et v deux fonctions. Soit a , b et c finis ou infinis. 
Si limu(x)=b et limv(x)=c alors limvou(x)=c 
X—Ja x—b X—a 
Théorème 7 :Soit f , u et v trois fonctions définies sur un intervalle I , sauf peut-être en un réel a de I. 
soit deux réel b et D- 


- Siu(x)<v(x) pour tout x ża et si limu=b limv=b'et alors b<b' 


X—>4a x> 
- Si u(x)<f(x)<v(x) pour tout x +a et si limu = limv=b et alors limf =b 
X—a X—}a X—>d 


Les résultats énoncés ci-dessus restent valables lorsque l’on considère les limites à l’infini, à droite en a ou 


à gauche en a. 
Théorème 8 :Soit f et u deux fonctions définies sur un intervalle I , sauf peut-être en un réel a de I 


- Sif(x)Zu(x) pour tout x +a et si limu =+% alors limf =+c 


X—>a X—4a 


- Si f(x) <u(x) pour tout x#a et si limu=-—c alors limf =—c 


X—a X—>a 
Théorème 9 :L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle 
Théorème 10 : des valeurs intermédiaires : 
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a et b deux réels de I tels que 


a< b. Pour tout réel k compris entre f (a) et f(b), l'équation f(x)=k possède au moins une solution 
dans [a;b]. En particulier , si f(a)xf(b)<0 alors l’équation f(x)=0 admet au moins une solution 

dans |a; b| 

Théorème 11 :Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Soit a et b deux 
réels de I tels que a < b, alors pour tout réel k compris entref (a) et f (b), l'équation f (x)=k admet une 
unique solution dans |a; b| 


Théorème 12 :Soit f une fonction continue sur un intervalle I . Si la fonction f ne s’annule en aucun point 
de I , alors elle garde un signe constant sur I. 


Théorème 13 :L’image d’un intervalle fermé borné [a;b] par une fonction continue est un intervalle fermé 


borné [m; M]. Le réel m est le minimum de f sur [a;b] et Le réel M est le maximum de f sur [a;b| 
Théorème 14 : 
- Soit f une fonction sur un intervalle de type [a;b] ( b fini ou infini ). Si la fonction f est croissante et 


majorée alors f possède une limite finie en b . Si la fonction f est croissante et majorée alors f tend vers +c 
en b. 
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote » 


- Soit f une fonction sur un intervalle de type [a;b| (b fini ou infini ). Si la fonction f est décroissante et 


minorée alors f possède une limite finie en b`. Si la fonction f est décroissante et minorée alors f tend vers 
e enb. 
Image d’un intervalle par une fonction monotone : 


Intervalle I Si f est croissante sur I EN f est Se ge sur I 


DAONO) 
DE a ET 
I=|a;+œ| ; (ae R) f (1) = [f (a); li m f| Ha [lim £;f (a) 


I 

















OOE (ER:bER) [F(= Jimf;limfl f(1)= [lim f; lim fÍ 


X—a X—5b: xD ža 








EXERCICE Í :Cocher la réponse exacte. 
1) Si f est une fonction continue sur un intervalle |a,b| avec a et b deux réels tels que 
a < b, alors : 
a) f est bornée sur b) L'image par f de c) f est continue sur tout 
l'intervalle |a, b] . l'intervalle |a,b| est un intervalle contenu dans |a, b| . 





intervalle de même nature. 
2) Si f est une fonction croissante continue et ne s’annule pas sur un intervalle |a,+c[ avec a est un réel , 


alors : 


a) r est croissante sur |a, +| . b) z est décroissante sur |a, +f. c) lim f =", 


3) Si f est une fonction continue en un réel a, alors : 


a) f admet une limite en a. b) f est dérivable en a. ~ obve) lim df isa 


4) Si une fonction f non définie en a et admettant une limite finie en a, alors : 


a) f est nécessairement b) f n’admet pas de prolongement par | c) f admet un prolongement par 
continue en a. continuité en a continuité en a. 











5) Soit f une fonction définie sur l'intervalle ]-3,+œ| dont le tableau de variation est 


X -3 af 0 8 +00 





Sur |-3,+c la courbe représentative de f : 
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c) Admet exactement deux 
asymptotes : les droites 
d'équations y = -3 et x = -5. 





b) Admet exactement deux 

asymptotes : les droites d’équations x = 

-3 et y = -5. 
2 — 

rl eF jey 

xrl 


a) admet comme seule 
asymptote la droite 
d’équation : x = -3. 






2 
X 
2 








6)soit la fonction définie sur IR, et alors on a 


A € 


a)la droite A : y = 2x est une asymptote oblique àC, 

b)la droite A: y =2x +1est une asymptote oblique àC, 
c)la droite A: y =2x est une direction asymptotique àC, 
7)Soit la fonction f définie sur IR ayant pour courbe (C,) 


a pour asymptote horizontale la droite d' équation y = 0 au 
voisinage de +o. 


VILX +I 


Soit g la fonction définie par g(x)=——— alors 
X 





a) i) gof est continue sur IR ii) gof est continue sur IR —{ 2} i1)gof est continue sur IR, 
b) lim gof (x)= | 1) —co i1) O 111) +co 
Il) Vrai ou Fäux. 

x —4 
x =2 
2) Soit f une fonction définie sur l'intervalle [1,3]. 


Si f est continue sur [1,3] et | f()-10° ) ( f(3)- 1g) <0, alors l'équation f(x)=10" admet au moins 





1) La fonction f : x — ,X +2 est prolongeable par continuité en 1. 


une solution dans l'intervalle [1,3] . 


3) L'équation x” +3x+15=0 admet dans ZR une unique solution «. 


4) La fonction x — E(x) est continue sur ZR. 
Sy k], 


X— +co x 





Exercice 2: Calculer les limites suivantes : lim Vx°+2-—x, lim Vx°+x+1-—4Vx°? +3, 
SG ES x} +00 x=—3—00 


lim x2sin (2), lim sin[ Z2) 
X——c0 xX X— +0 4x 
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» | _ Collection : « Pilote » 


sin” x iih V/x2—4 EUX ND 
2 9 ? 


lim 
x0 COSx — 1 xz re 


Exercice 3 :La courbe (C) ci-dessus est celle d’une fonction f définie 


sur ZR \ G) i 
2 


La droite A: y=2x+1 et la droite d’équation 





lim cos(mx) +3+2x. 


X 


X= . sont deux asymptotes à la courbe (C) de f. 


1) Déterminer les limites suivantes : 


lim f x), limf(x), limf œ) ,limf(x) , maA 
X ——c X — +20 F7 A X— + 

die ES X 
a NS Rr 
x—+e0 x y=] 


2) Dresser le tableau de variation de f. 
3) Discuter, suivant le réel m, le nombre de solutions de l’ équation 
tx} = me 


Exercice 4: 1) Soit f la fonction définie sur ZR\{1} par 





sin” (7x) asbl. 
———— Trouver le prolongement par continuité en 1 


f(x) = 
CE 


s’1l existe, def. 





2) Soit h la fonction définie sur EX \{0} par A(x) = H -- cos 3 
a : 


COS X 
Trouver s’il existe le prolongement par continuité en 0 de h. 


x 2) -1 
AE y 


3) Trouver un prolongement par continuité en 3 de la fonction g définie sur R\{3} par g(x) = 
Exercice 5:  Soitf : IR — IR , x—3x+cosx. | 
1) Montrer que pour toutxe IR, ona: —1+3x < f(x) <1+3x:En déduirelim f ef limf. 


2) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet dans ZR une solution unique œ vérifiant que CET A 


X+COS(ZX) . 
Poe en en 


f(x) 


Exercice 6:_ Soit la fonction f définie par X— 
f(x)=Vx +x+2-xsix2>1 

1) Calculer lim f(x). 

2) Montrer que, pour tout xe |-c,1|,ona 1i < f(x) <1 eten déduire lim f(x). 
X — X—-c 


3) Montrer que f est continue sur IR. 
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» | Collection : « Pilote » 


| Teni -1 
4) a) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet au moins une solution œ dans = o 


2 
g(x) = rf s Jrixe CE 
COS X 2 
9 gA 
VDS 
Exercice 7: 1) Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = 2x°+x°-1. 


a) Dresser le tableau de variation de la fonction g. 
b) Montrer que l’équation g(x) = 0 admet dans ZR une unique solution & avec ge JO, 1[ 


b) En déduire que sin(zæ) = -V1-a . 





5) Soit g la fonction définie sur [o2] par 


, T 
Montrer que g est continue sur LES 





je, à tx +1 
2) Soit f la fonction définie sur IR par: f(x)= -T , 
| x 
é A EE, 
a) Montrer que pour tout réel x, ona: f (x) = TER 
xX 


b) Dresser le tableau de variation de f. 


c) Montrer que f (œ) = -| En déduire que 0 < f (œ) < = 
a 


\x sin Z) 


Exercice8 Soit la fonction f définie sur IR\{1} par : 4 f (x)= 


f(x) =Nx —2x +xsi x<0 


si xe IR: \{1} 


1)a) Encadrer f(x) pour tout xe |0,1|. 
b) Montrer alors que f est continue en Q. 

c) Déterminer lim f(x), lim Vx f (x) et lim f(x). 
z(x—1l) sin x LA 
—— , V(x) = et HET 
a) Vérifier que pour x € IR$ \{1},f (x)=(W (x))x(VoU (x)). 

b) En déduire que f admet un prolongement par continuité g en 1. 


2) On pose U(x) = pour xe IRA {1}. 





a a l 
c) A l’aide de g, montrer que l'équation sin Z) = {Vs —) admet dans l'intervalle |1, 2[ au moins une 
X 


i7 


solution æ . 
Exercice9 Soit f une fonction continue de [0,1] dans[0,2]. On pose g,(x) = f (x)-2x" 


pour xE [0,1] etne IN". 
1) Montrer qu’il existe un réel a, de [0,1] tel que g,(a,)=0. 
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2) Montrer que si f est décroissante sur[0,1]on ag, est strictement décroissante 


b) Montrer que (a,) _,„ est croissante. 


ne IN” 
Exercice 10 Soit f,(x)=-1+x+x"+..+x" avec xe [0,1], n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
1) Dresser le tableau de variation de f, sur[0,1|. 

2) Montrer que f,(x) =0 admet une seule solution notée œ, avec n22. 
3) Montrer que la suite (œ, 13 est strictement décroissante. 

1 + (a, a 


4) Montrer que &, = 


xti 
Exercice 11 Soit g la fonction définie sur D = |-c,-2[ U ]0, +| par g(x) = -=== -1. 
Vx2+2x 


1) Dresser le tableau de variation de g. En déduire le signe de g(x) pour xe D. 
2) Soit f :x—4Vx?2+2x-x pour tout xe D. 


a) Dresser le tableau de variation de f. 
b) Montrer que la droite A: y=—2x-—1 est une asymptote à la courbe de f au voisinage de —c. 


3) a) Montrer que l’équation f (x) = admet, pour toutn € IN” \{1}, une solution unique U, dans 
n 


]-c,-2[ U 10, +f . 
b) Montrer que la suite U, est décroissante 


1 xX 
Exercice 12 Soit la fonction f définie sur IR par f (x) = — + -== . 
Par 2 JA4x2+1 


On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (oi, j) . 


1) a)Etudier les variations de f. 


b) Montrer que le point 7 10.) est un centre de symétrie de (C). 


2) a) Montrer que l’équation f(x) = x admet une solution unique « tel que œe E, | 


b) Etudier la position relative de la courbe (C) et la droite A: y = x. 


c) Tracer dans le repère (oi j) la courbe (C) et la droite À. 
1 ) =] 1 
h(x)=2f Ce (TX ) si xE El 


3) On considère la fonction h définie sur ES par : h (=) =o 


Montrer que h est continue sur ES i 
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Exercice 13 1) Montrer que pour toutxe IR, x-1< E(x)= x. 
2) Soit f(x)=7-xE Z) , calculer lim F(X): 
K: P m | 


Exercice 14: Soient f et g deux fonctions définies sur IR par: f (x)= E(x)-(x- E (x) 


et g(x) = x-E(x)-(x-E(x)) 


1) Etudier la continuité de f et g. 
2) Réponds par vrai ou faux en justifiant la réponse : la composée de deux fonctions l’une continue sur Let 
l’autre discontinue sur I n’est pas continue sur I 


Exercice 15:_ Soit f une fonction continue sur [1,2] et vérifiant f ([1,2]) c [3,4]. 
f(x) 
x 
2) On suppose que f est dérivable sur [1,2]et que pour tout xe [1,2], f (x) >2. 





1) Montrer que l’équation =2 admet au moins une solution œ dans[1,2]. 
Montrer que & est unique. 

l 
Exercice 16 Soit la fonction f définie sur IR par f (x) = 4x -3x Ta 


1) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet trois solutions distinctes comprises entre -1 et 1. 


2) a) Soit œ un réel. Montrer que cos 34 = 4cos’ æ —3cos & . 
b) En posant X =cos &, déterminer les solutions de l’équation f(x) = 0. 


Exercice17 Soit f la fonction définie par : f (x)= iv 
X 





1) Donner le domaine de définition de f. 
2) Etudier le prolongement par continuité de f en -1. 
3) Etudier la continuité de f en 0 et en 1. 


f(x)=xE =) sixe IR" 
X 
f(0)=1 


1) Soit q un entier relatif non nul, étudier la continuité à droite et à gauche en —. 
q 


2) Démontrer que f est continue en O(vérifier d’abord que x—-1<E(x)< x). 
Exercice 19 Soit f et g deux fonctions continues sur IR tels que : 


Exercice 18 Soit f l’ application de ZR dans ZR définie par 


fo g = p O f 
L'équation f(x)=g(x) n'a pas de solution 
Montrer que l'équation f of (x)=g °g (x) n’a pas de solution. 


Exercice 19 Soit f une fonction impaire sur [-1;1] telle que 


` ler Los Si À | e ; 
(Yne IN jf) 2i re k; r(+)-0 et f(0)=0 Etudier la continuité de f en Q. 
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Théorème 1 :Soit (u,) 


lim u, =a si et seulement si imu,, =a et limu,,,, =a 


n—>+00 n—>+00 n— +o 


Théorème 2 : Toute suite convergente est bornée 
Théorème 3 :Soit (u, ) une suite convergente vers un réel a. 


- S’il existe un entier N,tel que 0< u, pour tout n > N, ; alors 0 <a 
- S'il existe un entier N, tel que u, <0 pour tout n > N, ; alors a <0 
Théorème 4 :Soit un entier naturel N, et une suite (u, ); n20. On suppose qu’il existe deux réels m et 


M tel que m <u, SM ; n20. Si la suite (u,) est convergente vers un réel a , alors m < a <M 


Opérations sur les limites de suites : 





œo ( on applique le règle: 
|.des signes ) 





n—>c0 fñ—co 


bZO  ( on applique le règle 
des signes ) 


œ ( on applique le règle 
des signes ) 


Théorème 5 :Soit (u, ) une suite géométrique définie par: u, =q" ;n > 0; où q est un réel non nul. 













- Si q> l; alors lim u, =+ 


n—}+cs 


Si |ql<1; alors lim u, =0 








- Si q<-1 ; alors la suite (u,) n’a pas de limite. 





- Si q=1 ; alors la suite (u, ) est constante. 





Théorème 5 :Soit f une fonction continue sur un intervalle I et (u,) une suite d'éléments de I .si (u,) 
((u,)) tend vers f(a) 





tend vers a de I alors f 
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Théorème 6:Soit f une fonction continue sur un intervalle I et _(u,) une suite d’éléments de I. si 
lim u, =1 (fini ou infini ) et si limf(x)=L ( fini ou infini) alors lim (f(u,))=L 
xl n—>+c * 


n— +2 


Théorème 7 :Soit deux suites (u, ) et (v, ) convergentes respectivement vers deux réels a et b. s’il existe 
un entier N, tel que u, <v, pour tout n 2 N alors a <b c 
Théorème 8 :Soit trois suites réelles (u, ) ; (v,) et (w,). Soit a un réel. On suppose qu'il existe un 


entier N, tel que v, Su, Sw, ; n>N,.Si lim v, = lim w, =a alors lim ù, =a 


n—+c n—>+0 n=?700 


Théorème 9 :Soit deux suites réelles (u,) et (v,) On suppose qu'il existe un entier N tel que 


O<lu,|<v, ; n2N.Si lim v,=0 alors lim u, =0 


n—>+oo n—>+c 


Théorème 10 :Soit deux suites réelles (u,) et (v, ). 


- S’il existe une entier N, tel que úu <v, ; nZzN et si lim u, =+- alors lim vV, = +00 


n— +o nc 
- S'il existe une entier N, tel que u, Sv, ; nN etsi lim v, =~% alors limu, = —ce 
n= +e noo 


Théorème 11 :Soit (u, ) une suite définie pour n 20. Si la suite (u, ) est croissante et majorée, alors elle 
converge vers un réel a et pour tout n20 ; u, Sa. 
Si la suite (u, ) est décroissante et minorée, alors elle converge vers un réel b et pour tout n 20 ; u, Zb. 


Théorème 12 :Toute suite croissante et non majorée tend vers +2. 
Toute suite décroissante et non minorée tend vers —co 


Théorème 13 :Soit une suite (u, ) vérifiant la relation de récurrence u,., =f{(u,) , n 2 Ooù fest une 


fonction. 
Si la suite (u, ) est convergente vers un réel a et si la fonction f est continue en a alors à =f (a) 


Théorème 14 :Deux suites (u,) et (v,), sont adjacentes lorsqu'elle vérifient les conditions. 
n20 n / n20 

=- Pouf tout n 20 ; u, SV- 

- La suite (u,) est croissante et la suite (v, ) est décroissante. 

- La suite (v, =u, ) converge vers 0. 


Dans ce cas les suites (u, ) et (v, ) convergent vers la même limite. 





Dire si ces affirmations sont vraies ou fausses en justifiant votre réponse. 


1) On considère les suites U et V définies par : U, =1,U,,, = U, et V= V a V, i 
a) U est une suite géométrique. b) V est une suite arithmétique. 


n—+cs 


c)Vne N,U,+U, +U,+..+U, is) d) lim V. =>. 
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2) Soit U la suite définie par U, = — où c est un réel de l’intervalle ]0,1[. 

a) U est croissante b) U est décroissante c) lim U, =+. d) lim U,=0 

3) Pour une suite réelle (U,) on a: 

a) Si (U,) converge, alors (U) est convergente. b) Si (u, ) converge, alors (U,) converge. 
c) Si (U,„) est bornée, alors (U,) converge. d) Si (U,) converge, alors (U,) est bornée. 
e) Si (U, ) est bornée, alors (U,) est bornée. 


Exercie 2 
On considère 3 suites réelles U, V et W qui vérifient U, SV, SW, VneNÑ. 


Pour chacune des questions suivantes, il y’a deux conclusions correctes. Vous devez donner au plus deux 
réponses ( celles que vous jugez correctes). 
1) Si U et V sont adjacentes et lim U, = lim V, =}, alors : 
a) ISU, <V BITES EU EU SIS Tr AE Se SE, 
2) Si la suite V tend vers —c, alors : 
a) La suite W tend vers —c b) La suite U est majorée c) La suite U tend vers —co 
d) la suite W n’a pas de limite. 
3) Si vne N,U, 21,W, =2U, et lim U, =1, alors: 
a) lim V, =] b) La suite W tend vers +% c) im(W,-U,)=1 
d) On ne peut pas dire si la suite V a une limite ou non. 
4) Si lim U, =-2 et lim W, =2, alors : 
n—> +20 htc 
a) La suite V est majorée b) lim V, =0 c) La suite V n’a pas de limite 
d) On ne peut pas dire si la suite V a une limite ou non. 


2 2 
yanran tiaw, =? 22, alors: _a)limW,.=0 _ b) limU,=3  c) limV,=3 
n n n> +20 : n—>+c n= +o 








d) On ne peut pas dire si la suite V a une limite ou non. 


Exercice 3 
Dire si chacune des propositions suivantes est vraie ou fasse en justifiant votre réponse. 


1) Si (U,„), converge et (U,,,,). converge, alors (U,) converge. 


| rt 1-(-1) n | sait 
2) Soit ( U ) la suite définie par U, = Can ; ne INet n22.La suite (U,) est convergente. 
ll sn 
ncos(nn) 


3) La suite (U, ) définie sur IN par U, = est convergente. 
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4) Soit (U,) la suite définie par U, =1 et Un =U, =) alors(U,) est convergente. 


5) Le tableau de variation d’une fonction f est le suivant : 


Si (U,) est la suite définie par U, =6 etU,., =f (U,) alors(U, ) est f( 5 
X 
Me 


croissante 


6) Soitne IN etke f1; en , On poses, = YU, et on suppose que 


k=1 
k 
m +1 








= à z alors : im S, == 
n n+ 


7) U suite croissante et V suite décroissante telles que U, <V, Yne N, alors U et V convergent vers une 


même limite. 


8) Si pour toutne N AU, eee lim U, =5. 
n+2 


n— +2 
9) Toute suite négative et minorée converge. 
- 10) Soit U et V deux suites telles que U, <V, et lim (U, -V,) = 0, alors U et V sont adjacentes. 
n—}+oo 


11) Une suite qui tend vers —- ne peut pas être minorée. 

12) La somme de deux suites monotones est monotone. 

Exercice 4 

Vérifier que TPE A etA £ SRE VKeN 
k? k k(k +1) k k +1 


Calculer les limites des suites U et V définies par : U, = (1-4) + í b) (+ 


3° 4° n 
et V, (1-4-4-4) Ware, 
2X3 3x4 4x5 n(n +1) 











Exercice 5 Soit U et V les deux suites définies par : U, = nr a 
IX? 2x3 (n—l}n 
et V = TEP M 
E, f2, n 


1 m 
EED EET 
b) Montrer que V -I<U . 

c) Montrer que la suite V converge vers un nombre «œell,2[. 


a) Vérifier que VKEN -{1} . Calculer lim U,- 


n 





Exercice 61) Soit U la suite définie sur N par U, = 2 TE 
E k=l n + 


2 2 
n n 
< < 


P aT 
n?+n n?+1 





a)Montrer que Yne N 
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b) En déduire que U est convergente et calculer sa limite 


2) Soit la suite V définie pourn > 1 par V, = His l ] 1 ) 
n 


= t- t... +M 
1442 2443 © Vn-1+4Vn 
Í 
Vérifier que © = =v4k -4k -1 YK >1 
U S 
En déduire que V est convergente et calculer sa limite 
3) Soit W la suite définie sur N par W, = LY Elk) avec te R 
M? k= 


a)Montrer que Vre R et KEIN ,kt—-1<E(kt)<kt 
b) En déduire que W est convergente et calculer sa limite 


4) Vérifier que Yk € {2,3..n-2}, C} > ED 


Calculer la limite de la suite S définie sur N par S, =F c! y 
k=0 
Exercice 71) Soit f n 
xercice oit f: xe ———. 
x2+1 


a) Montrer que VxEelÏI0,1[,0< f(x) <x. 


1 x 
b) Montrer que Vxe]0,1[,0 < g(x) <—— avec g(x) = ———. 
3 è J2 j 22+1 


2) Soit la suite U définie par U, => er U,, = f(U0,)Vne N. 
a) Montrer que O<U, <1Vne N\. 


b) Déduire que VneN, O<U mir re 


k ge n° 


c) Montrer, alors, que Vne N, O<U, < 5) et en déduire lim U, 


n—}+00 
at ai 
Exercice 8 Soit U la suite définie sur N par U, = — avec 4€ R. 
n! 


1) Calculer Un I 
U 


n 


a U ji 
2)a) Montrer qu’il existe un entier naturel n, tel que Vn2n,,on a: Fa = ad 


n 


da 
b) En déduire que Vn2>n,:0<U, <U L et que U est convergente et calculer sa limite. 
q 0 n ry A 


H iagi | 
c) Calculer lim et lim 


>o gtn! nre 2" ES 
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n—]| n 


fa >1 Yn 2 2 et en déduire que lim — = +00. 


n—> +o n! 





3) Montrer que 


Exercice 9Soit U et V deux suites telles que OSU, <letO<V, <1 et lim U,V, =1. Montrer que 


lim U, =1et lim V, =1. 


| Ü, = z et U, =1 
Exercice 10Soit la suite U définie sur N° par 
n 
U ia F PEE 
n+l 


1) Déterminer, en fonction de n, les termes U., et U,,.. 
2) On suppose que la suite U est décroissante et converge vers 1 >0. 





U POPER … VOUE 
<m x1 etdéduie im =. 
2n F l Us T 2n+1 


2 
b) Montrer, alors, que lim (peer) X : À 





a) Montrer que pour tout ne N,noa: 





nt] | 3X5SX7X...x(2n—1) 2n +1 


7 
IL 
Sl- 


} l l 
Exercice 110n considère la suite réelle U définie sur N° par : U, =I +4 t oG 
RE | RE de 
1) Etudier la monotonie de la suite U. 
2) a) Montrer que Yne N*, U,, -U, 2 


b) En déduire que la suite U diverge vers +o% 
3) Montrer par une autre méthode que lim U, =+c. 


n—+c 





‘ l € i 
Exercice 120n considère la suite U définie sur N par: U, =— > cos 
p 7 2 - n+k ) 











Jisk Fer 





n—>+c0 


En déduire lim > 
Ta +k 


2) Soit f la fonction définie sur ue z] par : f(x)=1-x-cos x. 


Etudier les variations de f. En déduire que Vxe o z)  COSX ME X. 


r l 
3) Montrer que : Vne N ,1- SU SI. 
\/n+1 





En déduire que la suite U est convergente et donner sa limite. 
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U, =2 
Exercice 13 Soi ite défini : 
xercice 13 Soit U la suite définie sur N par OR GETE 


n 


1) a) Calculer U, 





2 pa . . . U 
b) Montrer, par récurrence, que Vn22,n<U, <n+1leten déduire UmU, ef lim —. 


n—> +20 HF. y 


c) Montrer que la suite U est strictement croissante. 
d) La suite U est-elle majorée ? 


À, 





2°) On définit la suite W par W, = 
> UT=n 
a) Calculer W, et montrer que W, = z 


Wo t 
n 





n 


* 1 
b) Montrer, par récurrence, que Vne N ,ona:1-—<W, <I. 
n 
c) Déterminer lim W, et lim (U, -n) 
n—=> +20 n= +00 


3) Soit ne N”. On pose S, = 5 kW, 
N” k=] 


n+l 1< 


a) Montrer que pour toutne N*, S, -——=— 5 k(W, eri 
An ir 
b) En déduire que Yne N", ona: |S, -2E 3 
n| n 








c) Montrer que la suite (S, ) converge et donner sa limite. 


Exercice 140n considère la suite U définie par : U, =1 et U, =U, -2 Vne N 


n 


1) a) Montrer que U, 21 Vne N. 


b) Montrer que la suite U est croissante. 


c) Montrer que U diverge vers +. 
2 


n 


2) Pour tout nde N , on pose V, = = 





a) Montrer que pour tout nde N, ona: V-V, 21 
b) Montrer que pour tout nde N*, on a: V, 2 n. Déduire la limite de V, . 


. l 
c) Montrer que pour tout ndeN ,ona:1<V,,, -V, < NEA 
n 


Déduire la limite de la suite(V,,, —V, ). 


Exercice 15Soit la suite U définie par 1 
U (U,) 








Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 
2 —— 


1) Montrer que Yne N,0O<U, 


2) a) Soit ne N. Montrer que si U „>U, =U,,<U,, et Una? Unn 
b) Que peut-on dire de la monotonie de U ? 


3) Justifier que cos x = x possède une seule solution œ dans o z| : 
4) Montrer que Yne N, U, 4. 


5) a) Montrer que YxE oZ] , sin x < x. Déduire que Vx E€ 20) sini 2y. 


Conclure que Vx E€ -Z z à [sin x| < |x| e 











2 
TT l 1 1 
b) Prouver que Y(x,y )e|0,— | , |-—cosx —-—cosy|<—Ix — 
) que Y(x,y) | 4 j z C059 z y | 
(On rappelle que Y(p,q)€ R? , cos p -cos q =-2sin p : 1 sin À) 





6) a) Prouver, donc, que Vne N, |U „a — a < zW, -a| 


b) Montrer que Vne N, U, — À < z) |U, -a| 
c) Préciser donc la limite de U. 


7) Soit (S) la suite définie par : S, = $ U; - 


k=0 
a) Etudier la monotonie de (S, ) 


b) Montrer par l’absurde que (S, ) ne peut pas être convergente. 
c) Prouver donc que lim S, = +ce. 
U, =2 


Exercice N° 16:On considère la suite (U, ) définie sur IN par Tac 1 





1) Montrer que pour toutn >O;U,,, =(U, ).. 


2) Soit (V, }la suite définie par V, =U,,,, ,n 20. 


a) Montrer que pour toutn 2 0;0 < V, <2 


V 


n 


b) Montrer que pour toutn 2 0; V < 


n+i — 


O0 | — 
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c) En déduire que pour toutn 2 0; V, < RE 


d) Déterminer alors lim V, . 


3) Soit (W, ) la suite définie par W, =U, ;n 20. 
a) Montrer que pour toutn >0;W 22 

b) Montrer que pour toutn 2 0; W, 28W 

c) En déduire que pour toutn > 0; W 28. 


4) La suite (U, ) est-elle convergente ? 


pa 
Exercice 17Soit U la suite définie sur N par (EU 





1) a) Montrer que pour tout ne N,-1<U, <0 
b) Montrer que U est décroissante ; en déduire 4 U est convergente et déterminer sa limite. 


2) a) Montrer que pour tout ne N, U „„+1< TU, ) 


b) En déduire que pour tout ne IN,U, +1< 2) puis retrouver lim U.. 


3) a) Montrer que pour toutne N,U,,,+1> a ; 





b) En déduire que la suite V définie sur N par V, = > 12 (Ura FU-U a est divergente. 


4) Trouver un encadrement de X . pourne N’. En déduire lim DIA 





H—>+oo n £=0 
3 U, =5 
Exercice 18Soit la suite réelle U définie par O1] Ti ag 
NE D | Cat = ET OE. 
D 9 
1) Prouver que Yne N, U, >0. 
2-U 

2) Vérifierque U y -2— = 

- | U +3 
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3) Soit n un entier quelconque. Montrer que siU,>2=U,, <2eU,,,> 2. 


4) Prouver, alors, que U n'est pas monotone. 
5) Etablir que Yne N,U, #2. 





6) Prouver que Yne N, |U ni —2) sv, — 2] 


7) Démontrer, alors, que U converge vers 2. 

8) On considère la suite (S,). définie par : 5, = 2U A 
a) Prouver que (S, ) est strictement croissante. 

b) Montrer par l’absurde que (S, ) n’est pas majorée. 

c) Préciser, alors, lim S,. 


n—>+0 


Exercice 19Soit U la suite définie par : L 


1) On suppose que U, €]—1,0[. 
a) Montrer que pour tout ne N,-1<U, <0. 


b) Montrer que U est croissante. 
c) Montrer que U est convergente et qu’elle converge vers 0. 


2) On suppose que U, >0. 
a) Etudier la monotonie de la suite U. 


b) Montrer que Lem > /1+U, 


n 


c) Trouver lim U, 
n—}+00 





3) Soit la fonction f définie par : f (x) = VITE: 


2 
Montrer que : pour tout x€ R,,x< fO (1) 


4) Soit S, =Ù. f (£) 
n 


k=l 


a) Montrer que : pour tout n€ NYE = et Xk SSU, 


kzi per 2 


Bb riak den: gie hesgiie 2 6 9 G+DQn +0 


Exercice 200n considère la fonction f définie sur R ;dont son tableau de variations est le suivant : 


. En déduire la limite de $, . 
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1) Soit n un entier supérieur ou égal à 1. Montrer que l’équation f(x) =-—— admet deux solutions 
n 


(a, ) et (b,) appartenant respectivement aux intervalles ]— c, 2] et [2,+cef . 
2) Etudier la monotonie des suites (a,) et (b,). 
3) Montrer que (a, ) est convergente et déterminer sa limite. Montrer que (b,) est convergente et 


déterminer sa limite. Conclure. 


Exercice 21 Soient les suites ( U, )et (V, ) définie sur N par 
fav E 


atl = Ua = et V „a =Ę4U,V, pour tout ne N 


l)a) Calculer U., U, et V, 
b) Montrer par récurrence que pour tout n de Nona:0<V <U, 


U 





c) Montrer que la suite (U, ) est décroissante et que ( V, ) est croissante 


-~ 


2)a) Vérifier que V, < JU, V, -Déduire que pour toutn de N on a : U, -V,a S ŽU, 5 Mo) 


b) Déduire que pour tout nde N on a:U,- V, < =) 


c) Montrer que (U, Jet (V.,) sont adjacentes et qu’elle converge vers le même réel L 


d) Donner une valeur approche de L à10 * près. 
2n+1 k 
ar et vV =U ME SE, 
td (2K)! (4n+4)! 
1) a) Montrer que la suite U est strictement croissante et que la suite V est strictement décroissante. 
b) En déduire que U et V sont deux suites adjacentes. 
On désigne par 1 leur limite commune. 
2) On se propose de montrer que I est irrationnel. 
a) Justifier queU/, <l <V, Vne N. 


Exercice 22Soit U et V les deux suites définies par U, = 


b) On suppose qu’il existe pe Z et ge N° tels quel = E 
q 


Montrer qu’il existe un entier r tel quer < P (4q +4)!<r+1. 
q 


c) Conclure que I est irrationnel. 
æ =l, b,=2 


Exercice 23 Soit (a,) et (b,) les deux suites réelles définies par a, +b, 


a,b,=2 et b 





n+l 
2 
1) a) Calculer b, et a, puis b, et a,. 
b) Montrer que Yne N,0<a, <b, 
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n 


2) a) Montrer que (b, ) est décroissante et que (a, ) est croissante. 


b) En déduire que les deux suites (a, ) et (b, ) sont convergentes. 


1 n 
3) a) Montrer que 0 <b,,, -a < (b, -a,) Yne N et que0 <b, -a, «(> 


#EL — 


b) Montrer, alors, que (a, ) et (b,) convergent vers une même limite. Conclure. 
AT PET + n 
4) On pose (x,) la suite définie sur N par x, = F ; 
a) Etudier la monotonie de (x,) , en déduire qu'elle est convergente. 


b) Vérifier que Yne N°, x, = by H puis calculer lim x, 


À n n—+o 


c) Soit (y,) la suite définie sur N° par y, = n(b 4, Ji Montrer que (y, ) est convergente et calculer sa 


limite. 

Exercice 24On considère la suite (F, ) définie par: A =1, FK =1 , F, =F,„ +F, . On notera que la 
troisième information signifie que tout terme de la suite ( à partir du troisième) est égal à la somme des 
deux termes qui le précédent. Pour l’information, F, représente l’effectif de la population des ancêtres de 
nième génération d’une abeille mâle. 


1) Démontrer, par récurrence, que F, > n Vne N. Que peut-on en déduire à propos de la limite de la suite 
(F) ? 


= F? +(-1)" Yne N 


3) Pour la suite de l’exercice, on considère les suites (Ø, ),(u, ) et (v,) définies par les égalités : 


2) Démontrer par récurrence que F XF, 


ur. Le da 
Py p= F sUn = Pan et V, = Ørn: 


aaoi 
EXP al 


n+2 


a) Déterminer une écriture fractionnaire de Ø, —@,. En déduire que @,.,, —@, 


b) Déterminer le sens de variation des suites (u,)et(v, ). 
c) Démontrer que les suites (u, ) et (v,) sont adjacentes. En déduire que la suite (@,) converge. 
d) Démontrer que lim (p: A, 1) = (0. 
n—=>+oo 
e) En déduire la valeur de la limite de la suite (9, ). 
Exercice 25 Soit U une suite à termes dans Z. Montrer que U converge si et seulement si elle est 


stationnaire càd il existe pe N tel que (U,) A soit constante. 


n2 


Exercice 26 1) Pour tout n 21, on désigne par y, la solution positive de l’équation y = TEL, 
y 


a) Donner l’expression de y... 
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” noo n+l 
b) Montrer que, pour tout entiern 2 1, on a: ——< À 
Vies Fraa 


U, =1 





2) Soit U la suite définie par AE > AEREN 


a) Montrer que, pour tout entier n21, y, SU, < y,,,. 
a n 
b) En déduire lim —=.. 


n—>+co 41 





: : + n? u 
Exercice 27: Soituet v les suites définies sur N par : u, = zi ety, =— = 
u 


1)a)Exprimer v, en fonction den. 
b) Calculer la limite de la suitey. 


3 
c) Montrer que pour tout n>5,v, < z 


: Ja 
2) Montrer par récurrence que pour tout Montrer que Montrer quen > 5,u,„ < T $ 


3) Pour tout entiern 2 5, on pose S, = D U, 
E S 


a) Montrer que S, <4. 
b) prouver alors que la suite (S) est convergente. 


Exercice 28 Soit U la suite définie sur N° par 





te 
2 
S 
Un(e) y. 
INTA 


1) a) Montrer que U est décroissante pourn 23. 
b) Prouver que U est convergente et montrer que lim U, =0. 


n— +o 


2) à 


n2 





# A s . 1 
a) Montrer que V est géométrique de tanai i 
2 


b) En déduire que lim - =p,. 


3) 5, = 5 D, ne N Montrer que S, =6-(2) (n?+4n+6) et calculer lim S, . 


bdi n—> +o 
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Exercice 29 Pour tout entier n >1, on appelle f, la fonction définie sur [0,1] par : 


ÉD = x" + TE + + x 


1) Quel est le sens de variation de f, ? Exprimer f,(x) à l’aide du symbole $ 


2) Montrer que l’équation f(x) = 1 a une unique solution que l’on notera a, . 


j: 
3) Montrer que f, 5) = I-> ; en déduire que pour toutn >1, on a a, > F 


n+l 
n 


4) Montrer que, pour toutn 21, on a f a (a,) =a, +1. En déduire que a,,, <a,. 


n+l 
. . . ji 
5) Montrer que la suite (a, ) converge vers une limite L et que AA 


l 
En déduire que, pour toutn 21, 1— z7 <f, (EX. 


6) Montrer que, pour toutn>1, f,(L) <1. En déduire la limite de la suite ( f, (L)). 





7) Montrer que f,(L) = L . En déduire que —— = 1, puis la valeur de L. 
| : , : AN, x2+2X 
Exercice 30Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = ———— 
xX2+2Xx+3 


1) a) Montrer que, pour toutx 21, ona: 2f(x)21. 
b) Etudier le signe de 2f(x)—x sur[l,+cl. 


— 2) Soit U la suite réelle définie sur N par: U, == AU arf (U) 


a) Montrer que, pour tout ne N, U, 21. 


b) Etudier la monotonie de la suite U. 
c) En déduire que la suite U est convergente et trouver sa limite. 


3) a) Montrer que, pour tout x>1, on a: 0< FRS <= (x-1) 





b) Montrer que, pour toutne N, [U,,, — 1 < Zu me 1 


c) En déduire que, pour toutne N, 





a n 
U, — 1| < 2) . Retrouver alors lim U,. 


Exercice 31: Soit f (x)= x" +x -2 : avecn > 2. 


1)a) Montrer que l’équation f(x) =0 admet dans |0, +f une seule solution . 


Cette solution qui dépend de n sera notée a, . 


b) Vérifier que 0 < a, < 5 


2)a) Vérifier que — a =(a J- b) En déduire la limite de la suite a, . 
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f(x)-f{a 
Définitions : f est dérivable en a & A RA) = b ( fini ) ; b est le nombre dérivé de fen a , il est 


r X Ei. 








noté f'(a)=b. 

Théorème 1 :Si f est dérivable et strictement positive sur un intervalle I de IR. Alors Vf est dérivable sur I 
' f i 

et (VF | =— 

k 2f 


Dérivées des fonctions usuelles : 


Fonction Domaine de dérivabilité 
xa (a constate) 


KE x 


I 
R 
X X 
2N X 
IR 
IR 
[= 


po EO Oooo e 
oaa LE e 

2 
roa) ares) 
Opérations sur les dérivées : 


RSR FT NME SR RER 


1 j 
u ' 
I r 

y' 

y? 

1 ' 


U vy u 






















Î 
| ph 

























Soit deux fonctions U dérivable sur I et V dérivable sur J et pour tout x€ I; f (x) € L alors V -U est 


dérivable sur I et (V-U)'= (MU 
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Théorème des accroissements finis : 


Si f une fonction continue sur [a;b] (a <b) et dérivable sur Ja;b[ alors il existe au moins un réel 


| 2f 
ce Ja;bl tel que pfo) FER) 
| =a 


Inégalités des accroissements finis : 


|| Sif est dérivable sur un intervalle I et s’il existe deux réels m et M tels que pour tout x€ I ; 
F(b)-f(a) 4 
b-a 





m<f'(x)<M alors pour touta et b eI (a+b) Ona: m< 
- Sif est dérivable sur un intervalle I et s’il existe un réel k >0 tel que VxE Í; f (x)| <k alors pour 
tout a et b de I On a :f(b)-f(a)l <k(b-a) 

Théorème :Si f est une fonction continue sur un intervalle I et f (x) +0 alors f garde un signe constant. 


Approximation affine : 


| Définition : soit f une fonction dérivable en a. une valeur approchée de f(a+h)=f(a)+f ‘(a)xh. On dit 






| que f(a)+f'(a)xh est une approximation de f en a. 





Exercice 1 Cocher la réponse exacte : 
1) La fonction x cos (6x°) est dérivable sur R et sa dérivée est : 
| a) x} 12sin(6x°). b)x+>-12xsin(6x°) c)xr> -12sin(6x°) 
2 Soti: XF -ir -2x et g une fonction dérivable sur R telle que g’ (t)<OYte R , alors gof est : 


| a)décroissante sur R b) croissante sur R c) constante sur R 


3) Soit la fonction définie sur [-3,3] dont le tableau de variation de f ” est : 





1) 
| a) f(-3) < f(-2) b) f(1) > f(2) c) f(2) > fG). 

ii) Dans un repère orthogonal, la courbe de f admet exactement deux tangentes parallèles à la droite 
d'équation: 






4) f est une fonction dérivable sur [-2,2], alors : 
a) f est bornée sur [-2,2] 
b) Si f (1) = 0, alors f admet un extremum en 1. 
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c) Si f ° est décroissante sur [-2,2], alors f est négative sur [-2,2]. 
5) Soit f une fonction dérivable sur [1,8] telle que | T () <5 Vte[L 8], alors.: 


a) |f (8)-fM|<35 b)36< f(8)-f(D<40 c)40< f(8)- fA) 
Exercice2 Le graphique donné ci-dessous est celui de ¢, courbe 
représentative d’une fonction définie sur R et ses tangentes aux points 
d’abscisses 1, 2 et 3. 

1) Déterminer #(1), f (1) et f’(3). 


2) Résoudre graphiquement l’équation f ° (x) >Q. 


3) Déterminer ra 
h—0 h 


4) Parmi les trois courbes données ci-dessous, laquelle est la 
représentation graphique de f ” 
en justifiant votre choix. 








À B 


Exercice 3 Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I contenant un réel œ ; on suppose que 
f(@) = g(@æ) =0 et que f (æ) Z 0 et f ne s’annule pas sur 7 \{æ}. 
8) = g1) puis calculer lim ln Pc 

eh fu T 2cosx — V2 


X—— 
4 





Montrer que lim 


#4 f(x) f (a) 


Exercice 4  1)a) Etudier sur o z| le sens de variation des fonctions f et g définies par 


À 3 T 
f(x)=x-sinx ët ga)=sinx x+. En déduire que x £sinx< xVxe oZ]. 


Sin X — X 





se vzel ho 


> 
b) Déduire que x< sin x< e Vxe |-2.0 et que 








T TT 
Ses 
2 
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sin x ; C 
2) Soit h la fonction définie par on x ie Montrer que h est continue et dérivable en 0. 
h(0) =1 i 3 





| x J 
Exercice 51) Soit f la fonction définie sur [O; +oo| par Î (x) =]-— Re ; on désigne par(£, ) la courbe d 
D 


représentative de f dans un repère orthonormé (ii; j) ; 


a) Etudier la dérivabilité de f à droite en 0. Interpréter. 
b) Montrer que f est strictement décroissante sur |0; +oo| : 


TL a 
2) Soit g la fonction définie sur [0; +| parg(x)= tan (=) ;x E€ [o;1[. i 
Montrer que g est strictement croissante sur[0; (| . 
l 
3) a) Montrer que l'équation f ( x) = g(x) admet une unique solution a dans b y z 


b) Donner un encadrement de & à 107 prés. 
h{(x)=fog{x)si xe |0:1 
4) Soit h la fonction définie sur[0; 1] par : el $ g ( ) | [ 


Montrer que h est continue sur |0; ii: 
Exercice 6 Soit f la fonction définie par f(x) =4/3x+4 
1) Déterminer l approximation affine de f(t) voisin de 0. 


2) En déduire une valeur approchée de /4,000048 puis comparer le résultat avec celui affiché par la 
calculatrice 


Exercice? f définie sur R _{-5} par f(x) = — 
X+ 
1) Déterminer une approximation affine de f au voisinage de (-1). 


2) Déterminer V —1 <¢ <1, l’erreur commise en remplaçant f(-1+t) par f(-1) + t f’ (-1) 


Exercice 8 Soit f la fonction définie sur R° par f (x) = i i 
x 


1) Montrer qu’il existe un réel c de lp, p +1[ avec pe N° tel que RE rS Es 
D (PHI yp € 





l l 
<—-— <. 
wib p pr p 





2) En déduire que 


Exercice9 Soit f la fonction définie sur [0,1] par f (x ) = anx ). 


1) Montrer que T* f US Ż Yxe [0,1]. 
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2) En déduire que ZA < tanh) < 27h Vhef0,1]. 


Exercice 10 Soit g la fonction définie sur|[1; +o0| par g (x) = x" —x-—1. 
1) a) Dresser le tableau de variation de g. 
b) Montrer que l'équation g (x) = 0 admet dans [L; +oo| une unique solutiona et que 1.3<@&<1.4. 


[ou FL 
c) Montrer que = 
Œ 








+1 
2) Soit f la fonction définie sur |1; +f par f (x) TIa : 
X 
A ; 1 X 
a) Montrer que f est dérivable sur|1;+co| et que pour tout x de f1; +oo| nf (x) = Dr: 7i 
R Xt 


b) Montrer que pour tout x € [1;+o]| ; -2 <f'(x)<0 


c) En déduire que pour tout x € |æ; +f ; + asf(x)<a 


x 
Exercice 11 Soit g(x) = —-1+ 
: \/x2+3 





1) a) Dresser le tableau de variations de g. 


b) Montrer que I (0, -1) est un centre de symétrie de ¢ M 
2) Soit f(x) = (Ver: _ x+ 1) | 


a) Vérifier que f (x) = ; g(x) puis étudier les variations de f. 


b) Montrer que 6 ; admet deux asymptotes dont on déterminera les équations puis construire la courbe £’, . 
U,=0 


3) On considère la suite (U, définie par 
(Li }en p Mia f(U,) 


a) Montrer que U, 20VneN 
b) Montrer que |f(a)— f(b)| < lab V(a,b)e R°. 


U 





c) En déduire que |U 
n—+ce 


= 1| £ Zw mo 1| puis montrer que |U "x 1 < 2) Vne N En déduire imU, 


X 


(x) = 1+ 
de V1+ x° 


Exercice 12 Soit f la fonction définie sur R par : 4 f(x) = cos( fx) si-1<x<0 


f(x) =V-x-1-1 six <-1 





six>0 
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1) Etudier la continuité de f en 0 et en -1. 2) Etudier la dérivabilité de f en 0 et en -]. 
3) Déterminer f °’ (x) pour xe]0,+e[, xe]-1,0[ ef xe]—c,—I[. 
4) Dresser le tableau de variation de f. 5) En déduire que 1< f(x) <2 Vx20. 


n +] j ; ) 
= D $ . a) En utilisant 5), montrer que 0 < $, S K .b) En déduire lim 5,. 
n +1 k° + n° +1 n—+c 


7) Soit g(x) = f(x) — x pour x>0. a) Dresser le tableau de variation de g. 
b) En déduire que l’équation f(x) =x admet une seule solution œ dans R, et que 1< œ< 2 
c) En déduire le signe de g(x). 











6) Soit S, = 


U, =1 
8) Soit U la suite défini N pa a) Montrer que 1<U, <a Vne N. 
) Soi a suite définie sur N par RAID) Une N ) q 
b) Montrer que la suite U est croissante.En déduire qu’elle est convergente et préciser sa limite. 


X 


Exercice 13 A/ Soient eT (x)=x +4x?+1 avec xe R. 
Aan 





1) Etudier les variations de g et en déduire le signe de g(x). 2) Etudier les variations de f. 
3) a) Montrer que C, admet une asymptote oblique A. Etudier la position de C, et A . b) Tracer C, . 


B/ 1) Montrer à l’aie de l’égalité des accroissements finis appliquée à f sur [x,x+1] que : 
Vxe R:g(x)< f(x+D- f(x) < g(x+1). 
2) On considère la suite (U,). par U, = — y g(k). a) Calculer U, et U.. 
ne n+ par 


b) Montrer que pour tout ne N, ona: = SU — .c) en Déduire que U est convergente. 
n+ nE 


3) On considère la suite (v ) définie par : v -H i 
ri — n+I\WwWI HE y2 +1 Vn? +1 


Montrer que (v,) est convergente vers 1. 


Exercice 14 A) Soit g la fonction définie par g (x) = r 
V1+x+Vi-x 


1) Déterminer le domaine de définition D de g. 


E F 2 Bi | st 2 
2) a) Montrer que g (x)= Her. b)En déduire Him 
x x > x 


3) Montrer que g est impaire. 4) Etudier la dérivabilité de g en 0 et à droite en 1. 
5) Dresser le tableau de variation de g. 


ft in( +) si xe R\[0,1] 
X 


f(x)=g(x) si xe [0,1] 
1) Etudier la continuité de f en 0. 2) Etudier la dérivabilité de f en O. 


B) Soit 


f(x) 


3) Déterminer f (x) lorsque xe R\[0,1]. 4) Calculer lim f(x) et lim ——. 
X—+c X—D+c0 X 
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C) Soit U la suite définie sur N° par U, = $ ksin( +) 


k=1 


2 À 
1) a) Montrer que l’équation cos x—— =0 admet une seule solution x, dans LA 
TT l 


b) Donner le tableau de variation de la fonction @ définie sur o z par @(x) = sin x mer à 
T 


fa) =1-,] ae D 
x—2 | J 


Exercice 15 T) On considère la fonction définie sur ZR par | 


Vx2+2x 


fx)=1+ = si x> 0 
x+1 


n= raa 


En déduire que Les < sin x Vxe o z) c) Calculer lim U- 
T 





On désigne par (¢ ) Ia courbe représentative de f dans un repère orthonormé (0,i, j) : 


1) a) Montrer que f est continue en 0. 
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter graphiquement le résultat. 
c) i) Justifier que f est dérivable sur ]—co,0[ et ]0, +>{ 11) Calculer f (x) pour tout x de }— 2, 0[ et ]0, +f . 


d) Dresser le tableau de variation de f. 
2) a) Vérifier que 0< 7x) =. Vxe[l,+o!. 
b) En déduire que l’équation f(x) =x admet dans [1,+ce[ une solution unique œ et que &e]1,2f. 
c) Tracer la courbe de f en précisent une équation de la tangente à(¢) en (0,1) 
U, =1i 
ls a T (U,) 
1) a) Montrer que 1<U, <& Vne IN. b) Etudier la monotonie de la suite U. 
c) En déduire qu’elle est convergente et calculer sa limite. | 


ID) Soit U la suite définie sur IR par 


2) a) Montrer que 0< & -U „y <(a-U,) Vne IN. 


b) En déduire que 0O<aæ-U, < =) Yne N. Trouver, alors, la limite de U. 


3) Pour tout ne N ,on pose S, = DU, él I a a) Montrer que ra Eh (E) j S, <nœ Yne N°. 
k=l n f 
b) Déterminer, alors, la limite de S,. c) Déterminer la limite de T.. 


Exercice 16_ Soit f :[0,1]—R une fonction dérivable et g la fonction définie par 


d A quelle condition (S) la fonction g est-elle dérivable ? 
f (3x —1) sinon 


FIX eloi 
gax )= 
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AT 


Exercice17 Soitne N°, f la fonction définie sur R par f(x) = (1+ x) -=H Calculerf (x) etf"(à): 























2) En utilisant la formule du binôme de Newton, donner une autre expression de f(x), Fixie (x). 
3) Déduire les valeurs de chacun des entiers: $` C! , $k C$, D k(k—-DC, et > k°C, . 

k=0 k=l k=2 k=l 
Exercice 18 Soit f une fonction dérivable sur R , on suppose que f ° ne s’annule pas. Montrer que f ne 
peut pas être périodique. 
Exercice N°19 : Soit f une fonction deux fois dérivable sur 
l’intervalle[-2;2]. Le graphique ci-contre 


représente la courbe (G, ) de la fonction dérivée f ' de f. 


D) Répondre par Vrai ou Faux en justifiant la réponse : 
1) f admet un minimum local en 1 
2) La courbe de f admet deux points d’inflexion. 


Il) Pour toutn > 2, l'équation f '(x) = 4 admet une 
n 





solution œ, € [0;1[ et une solutionf, € |1;2|. 
… Pour chacune des questions suivantes, une ou plusieurs réponses proposées sont exactes .Indiquer chaque 
réponse correcte.l) La sùite (œ, }est : a) Croissante  ; b)Minorée ;  c) Convergente 
2) Les suites (œ, )et(B,)sont: a) Croissantes ; b)Bornées ; : c) Adjacentes 

Exercice N° 20: Dans le graphique ci- 
dessous ( C, }et(G, ) sont les courbes tte = zii- TU or 


æprésentatives d’une 
mction f définie sur IR et de sa 


faction dérivée f '. La courbe (C,) 


met une tangente horizontale au point END 


D) 25 2 15 A “05 © ùs 
í ; =A La droite À : y =0est une 


V2 


asymptote horizontale à (6, )et(6, )au 


voisinage de —c .D est la droite d’équation y =3x 

I) 1) Justifier que(&,) est la courbe de f. 
f(x)- ( + +) 

2) a)Déterminer lim f(x), limf(x)et inm— H, b) Dresser le tableau de variation de f. 

X —}+00 X—}—0c0 x> X — 
3)a) Montrer que pour tout réels a et b de [0,1] ona: | f(b) -f (a) <]b — al 
b) Monter que l’équation : f(x) =3x admet une unique solution Q€ ]0,1[ 

TEE. 

I) Soit U la suite réelle définie sur IN par 4 © 2 
3U. =f (U) pour ne IN 
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1) a)Montrer que pour tout ne IN:U, € 0,1] 


b)Montrer que pour tout ne IN|U,. S ol < |U, =U | et quelU, E al < G) Calculer alors lim U, 


2) Soit S la suite définie sue IN*par: S = ah kU, 








N k= 
À n+l 1< 
a)Montrer que pour tout entier naturel non nul ona: S -aQ em Upra) 
25: À oa 
- $ ET” n +1 l 
b)Montrer que pour tout entier naturel non nul on a : 3” 2 2n en déduire que |S,- à < Se 
n n 








; (9 
Montrer alors que la suite S converge ver 3 


Exercice21 : On donne la fonction f définie sur 
]0,+cc| dont la représentation graphique dans un 
repère orthonormé est le courbe € représentée ci contre 


f(x) „2 lim f(sin x) 


T 
X —— 
2 


1/ a) calculer lim —— 
x+ X „lim = EYY 


2 
b) Dresser le tableau de variation de f 
2/ Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = f(1+x?) 
a)Montrer que g est dérivable sur IR er calcule g’ (x) 

b)Dresser le tableau de variation de g 


3/ On donne h la fonction défini sur J0, + oo| par : 








h(x) = fA+x)-x 
x2 
a)Soit la fonction @ définit sur |-1,+[ par ọ(t)= t2? h(x)+t- f(1+t) pour tout x€ ]0, +| 
Calculer ọ(0) et ọ(x) en déduire qu’il existe ce ]0,x| tel que h(x) = — 
è 


b) Montrer que h est prolongeable par continuité à droite en 0. 


ptl, 


1°/ Montrer en utilisant les accroissements finis que : 

Pour tout x€ IR, , on a : ((p+1) x° < (x + D aap YR LP. 

2°/ En déduire que pour tout ke IN*, on a. K™! - (K - 1)! < (p + 1) KP < (K + pe KP. 
3°/ Montrer alors que pour tout ne IN; ona: n° <(p+1) (1°+2° +...+n°)<(n+1)*'- 


Exercice N°23 : Soit g une fonction dérivable sur [a,b], (a< b) tel que g’ continue sur [a,b], dérivable sur 


]a,b[. On définie la fonction ọ sur [a,b] par : 


nr, 
ATX. er gème Math Le! 


m ue sl 
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ex) = g(b) - g(x) - (b - x)g' (x) — ooa x)? 


1) a) Montrer que ọ est continue sur [a,b], dérivable sur Ja,b[ et déterminer l’expression de p’(x) en 
fonction de x. 








b-a) , 
b)Montrer qu'il existe CE ļa, D [ tel que ’(c)=0. c)En déduire que g(b)=g(a)+(b- a) g(a) ņa)": 5 j gC); 
: — Si sat + IX =SINX 
2°/ Utiliser ce qui précède pour calculer : lim ETSIN ; En déduire lim z l 
x—=0* X X— 
2 2) 
Ai y= i +1 si x e]—%æ,0[ 


1 
Exercice24 1) Soit la fonction f définie sur R par 4f (x)=tg mx —-47x si xe LA 


fa) preh, =] 


a) Etudier la continuité de f en 0 et en - ; 


b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ? c) Calculer lim f(x) et lim f(x). 





2) Soit U la suite définie sur N par: U, => et U „4 = en pour tout ne N. 


a) Montrer que U, € pa Vne N. b) Montrer que si U est convergente, alors sa limite est égale à 1. 


9 


U „a -1<=ÙU 
10 








7 -1| Vne N .d) En déduire que : 





c) Montrer que 


n+l 


oT 

U,-1]<=|—| pour tout neN ; 
2410 

montrer, alors, que U est convergente et calculer sa limite. 


3) On donne la fonction définie sur Ç a par g(x)=tg (7x )-7x. 
a) En utilisant les variations de g et de f sur o | montrer que : pour tout x € on TX Stg ax < ATX. 


b) Soit V la suite définie sur N° par V, =tg (Z) (2z Je .+1g a | Vérifier que, pour tout ne N’, 
n n n 





< FES .La suite V est- 


6 =z n 
4) Soit S, = ai (k) pour tout ne N° .a) Montrer que la suite (S, ) est croissante. 
k=l 
1 l Le 1 
>= ét'en déduire que 5.751721 


Jn+k 2n 


c) Montrer que la suite (S,) est non majorée et trouver sa limite. 





n 


b) Etablir que, pour tout ne N° et ke {1,2,...,7}, 
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| | F(x)2 EE si x 
Exercice N° 25: Soit f la fonction définie sur |-1,+e| par : 1+x 
f(x)=Vx"=1 si x>0 


On désigne par (£) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (o.i,j) 


1) a) Montrer que f est continue sur |-1,+c0[ 
b) Etudier la dérivabilité de f en 1 et interpréter graphiquement les résultats obtenus. 
c) Etudier les variations de f. d) Tracer la courbe (£) après avoir étudier ses branches infinies. 


2) Montrer que l'équation f (x) = x admet une solution unique œ et que &e ]0,5;0,6| 


3) a) Montrer que pour tout x de |0,5;0,6[ ; f(x)e ]0,5:0,6| 
b) Montrer que pour tout x de ]0,5;0,6[ ; If (x) <2 
4) Soit U la suite réelle définie sur N par U, e€ ]0,5;0,6| et U,,, =f(U,) 


a) Montrer que pour tout n de N ; [U,,, -a| < ju, — 0 


b) En déduire que pour tout n de N ; Daae — ol {5 puis calculer Jim 4, 


X — +00 








k=n k=n 
5) Soit n un entier naturel non nul, on pose S, = & EU etSa, = 2k ; 
N k=l k=l 
| a, 1,2 En A | Z5 5 
a) Montrer que S, -a — =— > k (U, -@) b) En déduire que |S, -a —1 3—1- = 
i AREE 172 n n 6 
| n(n+1)(2n+1 
c) Montrer que la suite (S,) converge vers -> ( on rappelle que a, = ee J, 


Wo =0 
Exercice N° 26 :_ Soit (w, ) la suite définie par : | 
Win =COS(w,); Vne N 


1) a) Montrer que l'équation cos x = x possède une solution c unique dans R . Vérifier que ce 0,1]. 
b) Montrer que l’équation cos{(cosx)=x possède c comme seule solution dans R. | 
c)Montrer que pour tout entier naturel n, W, € [0,1]. 

On veut montrer que la suite (w, ) est convergente vers c. 

2) Première méthode :On considère les suites (u, ) et fv) définies par : u, = W, et y, = Wu: 

a) Montrer que la suite (u, ) est croissante et que la suite (v, )est décroissante. 

b) Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent chacune vers c. que peut-on conclure ? 


3) Deuxième méthode :a) Montrer que Vx € [0,1] ; [cosx -ceļ < sin (1)|x -1 


b) En déduire que Yn e N:;[w,.,-cl<sin(1)|w, — ]| c) Montrer que Yne N ;|w,-c|< | sin anii .Conclure. 
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| Définition :Soit I un intervalle de IR et f une fonction définie sur I. on dit que f réalise une bijection de I 
sur f (I) (ou que f est une bijection de I sur f(1)), si pour tout y de f (1), l’équation f (x)= y admet une 


| unique solution dans I. 
| Théorème :Si f est une fonction strictement monotone sur un intervalle I, alors f réalise une bijection de I 


Í sur f (I). 


| Définition :Soit f une bijection d’un intervalle I sur f (1). On appelle fonction réciproque de f et on note 












f` la fonction définie sur f (I) qui à tout y de f (I) associe l’unique solution dans I de l’équation 
f(x)=y 

Théorème :Soit f une bijection d’un intervalle I sur f (I) et f™ sa fonction réciproque. Pour tout x de I et 
tout y de f(1) , f(x) = y, si et seulement si, f'(y)=x. T” of(x)=x, pour tout x de Iet fof ~ ESIA 
pour tout y de f (I). 

héorème :Les courbes respectives d’une bijection f et de sa réciproque f ™ dans un repère orthonormé 

… sont symétriques par rapport à la droite A: y =x. 

Théorème :Si f est une fonction continue et strictement monotone sur l'intervalle f (I ) et varié dans le 
même sens que f. 

} Théorème :Soit f une fonction strictement monotone d’un intervalle I sur f (I), a un réel de I et b=f (a). 
Si f est dérivable en a et si f'(a) #0 ; alors (f)'(6) Ts 


Théorème :Soit f une bijection d’un intervalle I sur f (I). Si f est dérivable sur Let f (x) #0 pour tout x de 


| 


1 
L alors f” est dérivable sur f (1) et (f~ )'(y)=—+——— ; pour tout y de f (1). 
) f TTA (y)] 


| Théorème :Soit n un entier supérieur ou égal à 2.La fonction x> x” réalise une bijection de 
IR, sur IR. . Elle admet une fonction réciproque strictement croissante de:IR. sur IR, ; appelée 
} fonction racine n°7. 


| Théorème :Pour tous réels positifs x et y, y=x", si et seulement si, x=4/y ; lim Ÿ/x =+% 
X +00 


| Théorème :Soit deux entiers n et p tels que n >2 et p 2 2 et deux réels positifs a et b. alors Va” = a : 


(a) =a ; Jasa à èS bwo ; aar à (Va) dar: AE = 9 


l 


? 





Théorème :Pour tout entier n > 2 ; la fonction f :x > Yx est continue sur [0;+c[ et dérivable sur 


10;+[ . De plus, H SR SRE tout x >0. 
n(4 x") 
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Théorème :Soit u une fonction dérivable et positive sur un intervalle I et un entier n 2 2. La fonction 
f :x > u(x) est continue sur I et dérivable en tout réel x de I tel que u (x)#0. De plus, 






oo a i, pour tout x de I tel que u(x) >0 


a {qu (x) | 





Exercice 1 La courbe C pest la représentation graphique d’une 
fonction. Cocher la ou ( les ) réponses correctes : 
1) a) f réalise une bijection de | ; O[ sur IR 
b) f réalise une bijection de ]0 ; +c[ sur IR 
c) f réalise une bijection de ]0 ; 2| sur ]4 ; +oel 
d) la droite d’équation y = x+1est une asymptote 


oblique à C, au voisinage de —c. 





2) a). fr: (4)= 2; b) lim f> (x)=0 
| -1 , die k à PT (x) + 
c) f~ n’est pas dérivable en 4.;  d) lim qion +00 


3) Reproduire la courbe de f et représenter dans le même repère la courbe C 


Exercice 2 :Répondre par Vrai ou Faux : 
1)Soit f une bijection d'un intervalle I sur fŒ 
Si f est strictement croissante sur I alors f™' est strictement décroissante sur f(I) 


2) f une fonction bijective sur un intervalle [Si f'(x)=0avec 4E T; alors f -1 n’est pas dérivable 


en f (x). 


3) f une fonction bijective sur un intervalle 7, f est dérivable enx, € I et lim f (x}S4et., CR 


courbe de f admet A: y =2xcomme asymptote oblique au voisinage de +% . Alors 


£ 1 : De 
T ' admet A: y = z“ comme asymptote oblique au voisinage de +°% . 


lim f(x)=+ jJ A4 
4) f une fonction bijective sur un intervalle Z ;Si } jm f (x) ane Alors lim ee: = 0 


x> y 


5) f une fonction bijective sur[-a , a]. Si f est impaire alors il en est de même pour rap 


6) f une fonction bijective sur|-a , a]. Si f est paire alors il en est de même pour pel 
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Exercice n°3 : La courbe G, représenter ci-contre est la courbe pop sLen id < où EM Si i + 


représentative d’une fonction f définie sur [-2 ; 3]. On sait que : f | | | 


est continue sur [-2 ; 3] et dérivable sur[-2 ; 1] et [1 ; 3]. | R i 

FSS T(R EH; | as hs 

1) Déterminer graphiquement : lim donn lim FREEON a 
xl" X—] xl" x —] | | Wa N 

2) Déterminer graphiquement :f'(—1). En | | 





_.. f(x-1)-2 
déduire Le SR TES 


(ire | | 
3) Soit g la restriction de f sur [-2 ; 0] etg ‘sa fonction réciproque. | VAMNER: | | 
/ ( | 
a) Déterminerg (2) et ( g`) (2L PRN | | 
b) Représenter dans la même repère la courbe deg”. ME | 
| | 

Exercice4: Soit f (x)=, pa PTN: ii 

à 


1) a) Etudier f et tracer sa courbeC Fe b) Etudier la dérivabilité de V à gauche en 1, Interpréter. 
2) a) Montrer que f réalise une bijection de ]0,1] sur un intervalle Ķ que l’on précisera. 
b) Soit g = f~. Montrer que g est dérivable à droite en 0. c) TracerC, et C,. 
d) Expliciter f ~' (x) V xe [O, +| 
Exercice 5 : Soit f la fonction définie sur |1, +| parf (x)= Vx?-1-x+1 .on désigne par (&; ) sa courbe 


Sans un repère orthonormé direct (O, Le j) 


Da) Montrer que, Yne Jl, +| on a : f(x) __x+1 
x—] X2—| 


D) Etudier la dérivabilité de f à droite en 1.Interpréter graphiquement le résultat.c) Vérifier 


= x] 


X 
eVne |l, +| on a : Ê (x) = ——— 
qu JL, +f =F 


= 





2)a) Montrer que lim f(x) =1 .b) Dresser le tableau de variation def .c) Montrer que f réalise une bijection 


de|1, +| sur un intervalle J que l’on déterminera.3)a) Justifier graphiquement que f ™ est dérivable à droite 


en0 b) Donner le tableau de variation de f~! 
4)a) Calculer f (V5 ) .b) Montrer que f est dérivable en 3— V5 et donner l’équation de la tangente 


à(6. ) en son point d’abscisse 3- y5 


—-x?+2x -2 
5)a) Montrer que Vxe J on a f (x)= mise .b) Résoudre alors l’équation f(x) = 3 


2(x-1) 
Exercice n°6 :Dans le graphique ci-contre, la courbe C est celle d’une fonction f définie sur [0, +00 [, A 
est la droite d’équation y = x. 
1) a) Dresser le tableau de variation de f. 
D) En déduire que f réalise une bijection de [0, +œ [sur un intervalle J que l’on précisera. 
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c) Construire la courbe C’ de la fonction réciproque de f ™. 

PR in 
d) Par lecture graphique, déterminer lim 


Xl XK ST 
2) La courbe C coupe A en un point Mo d’abscisse 


ve Pa | 
2 3 


a) Montrer qu’il existe un réelce 0, x, | tel 





que Pix ]= Lx: f’(c) 
b) On donne [$an a (= Fa cf 


Donner un encadrement de f’ (c). R 0 1 2] S58 4 
3) Sachant que pour -1 

O 

x? +1 


Exercice 7 Soit la fonction f définie sur IR par : f(x)=x"+3x°+3x+1 


tout x € [0, +] ,f (x) = 


1) Montrer que f réalise une bijection de [—1;+c[ sur[0;+c| . 
2) Montrer que m (x) = 3x 1 : YE [0;+oof 


3) Onposeh ( x) = X/sin x -1 . Montrer que h est dérivable sur oz et dresser son tableau de variations. 





Exercice 8 Soit f la fonction définie sur loz] par fime T : et g la fonction définie sur oz] 
Sin X 


par g(x)= PT uni 1)a) Etudier les variations de g. 

x 
b) Vérifier que g réalise une bijection de Lo z| sur un intervalle J que l’on précisera. 
c) En déduire que l’équation f (x)= x admet une solution uniqueæe b > z . 


2) Montrer que f réalise une bijection de 0 ; zi sur un intervalle Ķ à préciser. 
3)a) Soitxe K , Exprimer sin( yo (x)) et cos( Ta (x)) en fonction de x. 


b) En déduire les réels f7 8 et f7 (2-42): 


c) Calculer el l | V rE oZ] 


+ COS X 
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I 
Exercice9 Soit la fonction f définie sur| O ; s parf (x )=——. 
4 1— tan x 
1) Montrer que f réalise une bijection de 0 A al sur un intervalle J que l’on précisera. 


2) Soit g la fonction réciproque de f . Montrer que g est dérivable sur [1 ; +| ét que “> 
l 

2x°—2x+1 

3)On pose A(x) =g ps V xe z ; z a)Montrer que A est dérivable sur Z H et calculer h'(x). 


b) En déduire que h(x )=x = W xle z.z. 
4 4 2 
Exercice 10: Soit f la fonction définie sur I= z, il par: f(x)=1F3c0s"X 


On désigne par (&, ) la courbe def dans un repère orthonormé (O, i, j). 


l)a) Dresser le tableau de variation def . 


ms AE à T i i - ; 
b) Montrer que f réalise une bijection de z il sur un intervalle J que l’on déterminera 


2)a) Etudier la dérivabilité de f™ à droite en1.b) Montrer que f~ est dérivable sur |1,4[ 
1 
E) Montrer que Vxe |i, 4 dn a (f,°) GH a 
< Al 2V—x2+5x —4 


d) Montrer que Vx € PE on a È <I 7 

4 4 3 3 
1 2T ST TERN Ve, T ki 
3)a)Calculer f TR ecf FR .b)Montrer que l’équation f~ (x) = x admet dans d une seule solution © 
c) Tracer (&, ) et | É ) dans le même repère (O, i, j) 


4) Montrer que Yx € el on a Z (x+ 20) St us) <(2x+0) 


\V1-x° 





Exercice n°11 :AJ Soit la fonction f définie par : f (x)= . On désigne par C sa courbe 


représentative dans un repère orthonormé (o, i j) .1) a) Etudier la parité de f. 


b) Etudier la dérivabilité de f à gauche en 1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 
c) Etudier les variations de f sur ]0 ;1]. d) Construire la courbe C. 

2) a) Montrer que f réalise une bijection de]0 ; 1] sur [0, +oo[. 
b) Expliciter f ~' (x) et tracer le courbe C’ de f~ dans le même repère que celui de C. 


B/ Dans la figure ci-contre, on a représenté graphiquement une fonction g définie sur [0, + [.On définie 
la suite U par 


40 
RS E o 


x Mathématiques à 4°" Math x 














Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote » 


jir 
| Us LL le. 


1) a) Reproduire la figure puis représenter graphiquement 
la suite U. 

b) À partir graphique, que peut on conjecturer pour sa 
convergence ? 


On admet pour la suite que pour tout x 2 0,|g' (x)| < 


2) Montrer que l'équation : g(x) = x admet une unique 
solution a. Vérifier que œe |0;1]. 





à 
2 


3) a) Montrer que pour toutne N,0 < U, <1.b) Montrer 








que pour toutn € N:[U,., -o < LE — 0. 


c)En déduire que pour toutne N JU, = al < 5) © .d) En déduire que U est convergente et préciser sa limite. 


Exercice 12 Soit f la fonction définie sur IR par: f (x)= — ŽŽ +1, On désigne par (C ) sa 
l+yl+x? 


courbe représentative selon un repère orthonormé (0;i > j) du plan. 


1 
1)a) Montrer que f est dérivable sur IR et que V xe IR ; f'(x) = ——. 
) IX VI 


b) Dresser le tableau de variations de f . 
2) a) Montrer que le point 7 (0;1) est un centre de symétrie de(C). 


b) Donner une équation de la tangente (T) à (C) Au point L.c) Tracer(T) et (C). 
2(x-1I 
3) a)Montrer que f réalise une bijection de IR sur |0;2] .b) Montrer que Y xe |0 ; 2[; f~ (x)= is ) 
x—X 


c) Tracer la courbe (C') de f™ dans le même repère orthonormé (o TE j) | 


: F (x)= f (tanx) si xe [o ; z 
B) Soit F la fonction définie sur 0 ; z| par : 2 
te 


1) a) Montrer que F est continue sur 0 - z) b) Calculer F (x ) Vxre 0 ; z| 


2) a)Montrer que F admet une fonction réciproque F™ définie sur [1 ; 2] 


b) Montrer que F~ est dérivable sur [1 ; 2]et déterminer sa fonction dérivée. 


c) Montrer que V xe [1 ; 2] Er (x)+ F” 2) = 
X 
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3) Soit ne IN”, On pose U, Sr) et V = Vn 
1-0 n+k n+l 





: = 1 ifi 
a) Montrer que V ne IN* ; F7 nier { “sr (a) 
2n n+k n 


b) En déduire que (V, ) est convergente et calculer sa limite. 


neIN° 


f 2(n+k 
c) Soit 7, = mÈ” r~ Heek) . Déduire que (T,) _„- est convergente et calculer sa limite. 
j l+n+k rer 

| 2(n+k)A J 

ESO I = —— oA A 7 . Déduire que (T, ) „y Est convergente et calculer sa limite. 
+n+ ne 

i | : Ja 2(x+1) 

Exercice 13 Soit f la fonction définie sur ZR, par f (x)=—————. 
Xi -HÈX he 


1) a) Donner le tableau de variations de la fonction f. 
b) Montrer que l’équation f (x) = xadmet dans [0 ; +<| une solution unique & tel que œe k ; | | 


€) Construire la courbe C, et la droite A: y = x dans un même repère orthonormé (o i; j) . 
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2) Soit (U, ) la suite définie par Do E : ne IN 
= UE, 


a) Montrer que V ne IN ; U, € Ê l. b) Vérifier que V ne IR, On a | f (x)| < 


|= 


-a| < zU, -o| 





Ur: 


c) Montrer que Y ne IR, Ona | f()-4< 2 x— a|. En déduire que V ne IN ; 





d) En déduire que V ne IN ; < =) . En déduire que (U,) est convergente et donner sa limite. 


3)a)Montrer que f réalise une bijection de [0;+| sur ]0;1] . b Construire C7’ 


Pe EEN E 


c) Montrer que V xe ]0; 1| Ona f” (x)= 
x 
Exercice 14 Soit f la fonction définie sur |-1 ; 1] par f (x)= -1+cor| Z 3 (x +1); 


1) a) Montrer que f réalise une bijection de |-1 I| sur IR. 
17 


z| (x+1} #1] 
1 


2) On pose F (x)= f> (x-1)+ f” Hi a) Montrer que F est dérivable sur IR *et calculer F'(x). 
XÆ 


b) Montrer f est dérivable sur IR et que( PE J'(x) = 


b) En déduire que pour tout xe IRI ; F(x)=-1letpourtout xe IR ; F(x)=1. 
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3) Pour tout nE IN” on pose U, DE er 5) et W, a. 
k=l Y n 





a) Montrer que f Pz 5] VERSIN 
k k+1 | 


K SA —] 
b) Montrer que Y ne IN ; U,=n-f | (=) En déduire que (W, ) est convergente et donner sa limite. 
n+ 


Exercicel5 Soit la fonction f définie sur [-1 ; 1[ parf (x)= Jeot E(1-x) | 


1) Montrer que f est définie, contenue sur [-1 ; 1[ et dérivable sur ]-1 ; 1[et calculer f (x). 
2) Montrer que f est bijective sur de [—1 ; 1[ sur un intervalle J que l'on précisera. 
Exercice 16 Soit f la fonction définie sur [0 ; m] par : f (x) = J sin i 


1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0 ; zJet calculer f (x). 
2) Montrer que f réalise une bijection de [0 v z] sur un intervalle J que l’on précisera. 


3) Calculer r'o . F0) et T 5) Construire C, et C 4 dans un même repère 


orthonormé | O ;i : j) : 

4) Montrer que f~'est dérivable sur [0, 1] et calculer ( ER ) (x). 

5) a) Montrer que f n’est dérivable à gauche en 1 b) Utiliser C 7 pour justifier que f est dérivable en 0. 
6) On pose h(x) i FA [cos x) V vë o à z ; a) Montrer que A est contenue sro 5 a i 


b)Montrer que h est dérivable sur 0: al et calculer h (x) c) Donner lexpressión de h(x) V xe [o ; z 


e 


7) Déterminer lim i 
son Ta = 
2 2 


Exercice 17 Soit f la fonction définie sur or | par f(x)=-—cos 2x. 


1) a) Montrer que f réalise une bijection de 107 sur un intervalle que l’on déterminera. On note 
par g sa fonction réciproque. 


ji 
b) Montrer que g est dérivable sur -1 Jet axe A i EAr nE 


2) Soit À la fonction définie sur [-1 ; 1] par A(x) = sin g (x) 
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a) Vérifier que Aest strictement monotone sur [—1 ; 1].b) Préciser l’image de l'intervalle [0 ; 1] par A. 


A =0 
3) Soit (D) la suite définie sur ZN par : z A E Vne IN 


: | IF% 
a) Montrer que0 <U, <1 VY neIN. b)Montrer que Y xe[-1;1] ; h(x) =. 


T Taa -o 
c) Montrer alors que U ,„ = cos 5) En déduire que (U, )est convergente et donner sa limite. 


Vx +3 
x 


Exercice 18 Soit la fonction f définie sur [0,+c| par f(x)=5- 


1) a) Dresser le tableau de variation de f et montrer que f réalise une bijection de |0, +| sur un intervalle 


guc l’on déterminera. 
b) Expliciterf ~ (x). c) Tracer C, et C, dans un même repère orthonormé | O, 1, j). 
2) a) Montrer que Ve [1,+| , On a:f'(x) <= 


b) En déduire que l’équation (E):f(x)=2x admet dans {1,+-[ une solution unique œ puis vérifier 


quel << 2. 
c) Soito(x)=f(x)-2x , dresser le tableau de signe de ọ sur [1, +] . 


IZ usa 
3) Soit la suite (u, définie par : 
(us Jen 5 ha, =f(u) pour tout ne N 


a) Montrer que Vne N;Ona:l<u <Q 
D) Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite. 


4) Soit g la fonction définie sur 0.) par:g(x)=f(cosx)-S. 


T —3sin x 
a) Montrer que g est dérivable sur i et que g (x) a on de ont 
= COS” xy xos?x +3 


b) Montrer que g admet une fonction réciproque g` définie sur un intervalle J que l’on précisera. 

€) Montrer que g™ est dérivable sur |-c,-2{ et calculer ( g~ | (x). 

h(x)=g" (x) si xe |-c,—2] 

h(x)=V4-x" si xe |-2,0] 

2)Montrer que h est continue en -2.b)Etudier la dérivabilité de h en -2. c)Dresser le tableau de variation de h. 
cos (x — 1) -1 


x-1 


5) Soit la fonction h définie sur |-c,0] par : | 


Si XE ji : +oof 
Exercice 19 I- Soit la fonction f définie sur ]0 ; +ce[ par: f (x)= 


[=x 





si xe]0;1] 
X 
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1) Déterminer les limites suivantes : Jim f(x) ; lim f (x). 

2) Etudier la continuité da la fonction f sur son domaine de définition. 

3) Etudier la dérivabilité da la fonction f en 1 et interpréter géométriquement le résultat obtenu. 

4) Soit g la restriction da la fonction f à l'intervalle | iF 1] i 

a) Montrer que g réalise une bijection de |0 ; 1 | sur un intervalle que l’on précisera. Expliciter g7 (x). 


| 
5) On donne la suite U définie sur Z={ne IN ; n22} par:U, Se 


a)Montrer que Y nelN; Un >20, 


n—2 
b)En déduire que la suite U est croissante et que U, 2 2) xU, V nel 
c) Calculer la limite de la suite U lorsque n tend vers +o. 
6) a) Montrer que l’équation g(x)=U, possède une unique solution &, € ]0;1| Vne 
b)Montrer que la suite (œ, ) _, est décroissante. 


c) En déduire que la suite (œ, E , est convergente et calculer sa limite. 


x+1 
Exercice 20 A1) Soit g la fonction définie sur D = |- ,-2[U]0 , +ce[ par g(x) To 
HO 


Dresser le tableau de variations de g . En déduire le signe de g(x) Y xe D. 
1) Soient f :xr> Vx”+2x-x V Xe | —2|U[0 , + oo! . 
a) Etudier la dérivabilité de f à droite en O et à gauche en( —2). Interpréter les résultats obtenus. 
b) Dresser le tableau de variations de f . 
c)Montrer que la droite A: y =—2x-—1 est un asymptote à la courbe C ; au voisinage de (—c) > 
ConstruireC,. 2)Soit A la restriction de f à/R,. 
a)Montrer que h réalise une bijection de IR, sur un intervalle J à préciser. 


a) Expliciterh' (x) Y xe J .Construire la courbe C' de h`. 
2) a) Montrer que l'équation f(x) == adaa ae IN i {1} une solution unique &, € IR, 
n 


b) Montrer que la suite ( O, ) est décroissante. En déduire qu’elle est convergente. 


b) Soitl = lim &,. Montrer que f (/)=0. En déduire la valeur del. 


n—>+00 


c) B)1) Montrer que V xe [1 + oof ; JOR- .2) Soit U la suite définie sur IN par: 
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4| 2 4 

LU. nt < et è 
a! 


Hi 
5 


5 











a) Montrer que V ne IN ; i< U, <1 .b) Montrer què Y ne IN ; 


4 


b)Déduire que Yne IN ; |U, ea < (2) .c)En déduire que (U,,) est convergente et déterminer sa limite. 














| mT i l 
C) Soit @ la fonction définie sur |0 , — = —1|+ 
) Soit @ la fonction définie ur E | par p(x) (= TIRE 


1) Montrer que V xe b à z : p(x) = I+cote (2x). 
2) Montrer que ø réalise une bijection de [o ; z) sur K=[1,+ol|. 


3) Montrer que ø`" est dérivable sur K et que V xe K ; (g aena 7 
2(1+(x=1)*) 


4)On pose pour xe K ; y (x)= (x)+o7 (=). 


a) Calculery (x) VxeK. b) En déduire que Y xe K ; y(x) et 
1 p rie # 1 2na E 1 
S)Soit V la suite défimie sur IN par: V =3 7 kO |—+1|. 
n +1 £=n k 
a) Donner un encadrement deV,. b) Montrer que (V, ) est convergente et donner sa limite. 


Ï 22 EE, l : T 
b) Soit W, = — 1—— |. Montrer que lim W. =—. 
W à de UD 


A ; ; Ses TT 2 
Exercice 21  I)Soit la fonction f définie sur|0 ,—| par:f (x )=%/tan" (x ). 
Exercice21 I) f 0,7 » f (x)= tan? (x) 
T = T 

1) a) Montrer que f est contenue sur o ; z et dérivable sur p ; a 

b) Calculer f (x) pour xe b ; z et montrer que f n’est pas dérivable à droite en 0 

2) a) Montrer que f réalise une bijection de 0 ; zi sur un intervalle J à préciser. 
b)Tracer les courbes représentatives de f etde f7' dans un même repère orthonormé( O 17 j). On 
calculera f (Z) et f (z) .c)Sans calculer f~ (2) ‚prouver que f™ (2)> = . En déduire que f™(2)>1. 


3)a)Montrer que f~" est dérivable sur ]0 , + cf et calculer { y~ |] (x). 


b)Montrer que f™' est dérivable à droiteen0. 
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r - 


X T 

5 à — — 

s°(-2 
—1 

2) Déterminer le réel a pour que h soit continue sur s +00] 


Exercice 22 Montrer que V{ (a, b) je R: : : Ja+ 3a? Yb rs tdia a +3/b 


Exercice 23. Montrer que Yne N et V(x,y)e(R Fos yx+y Eté 


Exercice 24: Soit f la fonction définie sur I= [O, T| par f 2 = 2(1+ cos x) 


I Soit H(x)=— et H(1)=a. 1)Déterminer le domaine de définition Dy de H 


1) Montrer que f réalise une bijection de I dans J = [0,4]. 
2)a) Montrer que Pour toutn € N "Tags 22 admet dans I une solution unique œ, . 
n 


b) Montrer que (œ, ) est décroissante et qu'elle est convergente. 


c) Soit { = lim ©, . Montrer que f (4) = 2 .Déduire la valeur de £. 


—] 
3) On notef =g. a) Montrer que g est dérivable sur K = 10, 4[ et que Yx e Kon a g'(x) =-= 
| V4x x" 


b) On pose pour tout xe J (x) = g(x)+g(4-x) -Montrer que @ est continue sur J et dérivable sur K 
c) Calculer ọ (x) puis déduire la valeur de (x) pour tout x € K. 
2 sin x 





Exercice 25: Soit f la fonction définie sur LE par :f(x)= (C) désigne sa courbe représentative 


1—sin x 
dans un repère orthonormé (O:i;j) .1) Etudier f et tracer (Ẹ) . 
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur IR , . Déterminer g(0)etg(2). 


b) Tracer la courbe représentative (C') de g dans le repère (0;i;j) . En déduire la position de (¢') par rapport 
l 
à la droite A d’équation y = x .c) Montrer que g est dérivable sur IR , et que g — 
ý i (2+x)V1+x 
üy24 
Vne IN U,,; = g(U, ) 


b) Montrer que (U, ) est décroissante, en déduire que (U, ) est convergente et donner sa limite. 


3) Soit(U, ) la suite définie parl a) Montrer que : Vne IN;0<U, <2 


4) Soit( V, ) la suite définie surIN par: V, = sfe[u, +2)-e[v, +2) 
n n 


a) Montrer que pour tout n de IN ;ilexistec, € lu. Het +1 tel que V, = RATS EM 
n n (arc Jatte 


b) En déduire que (V, ) est convergente et donner sa limite. 
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| Définition : 
| Soit f et F deux fonctions définies sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de f sur I lorsque F est 
| dérivable sur I et pour tout xe I ; F'(x)=f(x) 


| Théorème 1 : Toute fonction continue sur un intervalle I admet au moins une primitive sur Í. 
| Théorème 2 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Si F et G sont deux primitives de f sur I, alors 


| la fonction F= G est constante sur I. 

| Théorème 3 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit x, un réel de I et yọ un réel. Alors 1l 
| existe un unique primitive F de f sur I telle que F(x,)= yo 

| Théorème 4 : Soient œ et B deux réels, f et g deux fonctions continues sur I une primitives de h = af +Bg 
est la fonction H=aF+$G avec F et G sont deux primitives respectives de f et g sur I. 


xH a 


| a8 . - PPU) F 
| 
ra rare A ES 
xx" : ne IN IR KES + C 
n +1 
1 


Primitives des fonctions usuelles : 
f 





—n+l 


X 












X 






> TC 
-n +] 
2 

s XÁ — XVX +C 

| l 

-Um 0; +20 
ja mie: 


X > COS X xe sinx+c 
x > —cosx+e 


x H cos («x + Ọ) x —sin(ox +o) +c 
O 


x > sin(@x + @) 


XH1+tan°x 





Calcul de primitives : 
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Exercices sur le chapitre « Primitives » Collection : « Pilote » 
u'v+v'u u 
T  — v ne s’annule pas sur I = 

y V 

u f . . . 
Ta u strictement positive sur I 2Vu 
u 
cs 2 

u'u u positive sur I uvu 
u'Yu”" ; neIN/{1} u est strictement positive sur I 








EXERCICE 1 Indiquer la bonne réponse a ; b ou c: 


1) La fonction définie sur |-1;+c[ par f(x)=(x+1)Vx+1 est une primitive sur ]-1; +| de la fonction 
1 


g définie par: a) (x) = x b) (x)= (x 4) vx On OERS 
X 








2) La primitive sur Hire) de la fonction x > est : 
5 | Ji 
a) F:xH2V5x-1 b) F:x+V5x-1 C) PES 5x —1 
5 
P Sar : xX°—x"-x+5 
3) La primitive sur IR /{1} qui prend la valeur -3 en O de la fonction f SUP est : 
M — 

3 = 
a) xH À Le bee eee 5 cars EE AT 

ti] 2 x-1 bidi 
4) Si F et G sont deux primitives d’une fonction f définie sur IR tels que F(1)=-2 et G(1)=6 : 
a) F(3)=G(3) b) F(3)>G(3) c) F(3)<G(3) 


5) f est une fonction contenue sur IR dont une primitive est F alors la fonction x > Fi-a $ 1) est une 
primitive sur IR de la fonction : a) f (-3x +1) b) -3f(-3x+1) c) == (—3x +1) 


6) La fonction x += cos” x +sin” x est une primitive de la fonction : 


L | 
a) x HD COS x + sin x b x0 c) x = cos! x += sin” x 


es 3T d i MN 
7) On considère une fonction f continue sur E 5i et sa courbe représentative (C) est donnée ci-contre 


dans un repère orthonormé (0;i;j) -On désigne par F une primitive de f sur Ed et (C'}sa courbe 


représentative. 


-ea Å - EP: 
« 
-p e Å- 
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Exercices sur le chapitre « Primitives » Collection : « Pilote » 
-=Á 


i) La tangente à la courbe (C')au point d’abscisse 0 est parallèle à la droite d’ équation : 


a) y=2x-1 LL... D)-y=-KF2.4.20) Yy=X-1 | 
3L 





ii) La courbe (C') admet sur 25e] 


a) Deux points d’inflexion ; b) Un point d’inflexion ; 
c) Aucun point d’inflexion 


mi) Le tableau de variations de F sur 22 æ| [est de la forme : | | 


Exercice 2 ir s par Vrai ou Faux : 
1) La fonction x > |x = 1 admet une primitive sur IR. 


2) Deux fonctions continues sur un intervalle I ayant la même primitive sur I sont égales. 

3) Si F et G sont deux primitives respectives des fonction f et g continues sur un intervalle I alors : FG est 
une primitive de fg sur I. 

4) Soit F une primitive de f sur un intervalle I alors si f est croissante 

donc F est croissante sur I. 

Exercice 3 La courbe ci-contre est la représentation graphique dans 


un repère (oi j) d’une fonction f définie et dérivable sur 


IR. La droite A est sa tangente au point d’abscisse 2 2 
avec A=(AB)et A(1,-3) et B(2,3) 

1) Par lecture graphique : 

a) Donner les valeurs de f (1) et f'(2) 


b) Donner la tableau de variation de f. 
2) L'une des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique d’une primitive de f sur IR. 


m NE 


Courbe 1 courbe 2 courbe 3 


Indiquer le numéro de cette courbe en précisant les raisons de votre choix. 
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Exercice 4 
Dans le graphique ci-contre G et I sont les courbes 


représentatives, dans un repère orthogonal (o;i) ; 
d’une fonction f continue sur IR et de sa fonction primitive F. 
Avec Test au dessus de G sur [0, +| 


Par lecture graphique ; déterminer parmi les 
Courbes celle qui représente la fonction f. 


Exercice 5 
Déterminer 


% sin X — XCOS X 





9) f {X 

7 ( sin? x 
Exercice 6 Déterminer la primitive F de la fonction f prenant la valeur y, = F(x) lorsque x = x, dans les 
cas suivants : 


D F(x)= 3x +122 "= 10; + : x, =1 et = 2 





2) f(x)=cosxsin" x t= o2 o x 0.-Et Yo =TAVECLE UN 


D t(x) sin à ; I=]-c;0]| ; z= et y, =0 





4) (x) =teix. ; t= 2) : ko = 7 e ne 


5) f(x)=tg"4x : 12 LEA hi =0 et Yo ET 
| 1 
Exercice 7 Soit f la fonction définie sur bz par f (x) E 
| 2 1—sin x 
m 
1) a) Montrer que TA Rai 
ös” X 


b) Déterminer alors une primitive de f sur b z 


2) a) Préciser le sens de variation de F. 


b) F est-elle périodique ? | 
moto spov 5b : 









ol 
matiques À 4° Math x 























Exercices sur le chapitre « Primitives » | Collection : « Pilote » 


Exercice 8 Soient f et g deux fonctions définies sur IR par :f(x)= 8cos’x et g(x) =RSm X 


1) a) Montrer que f (x) = cos 4x +4cos 2x +3. 


b) Donner une primitive F de f sur IR. 
2) Déterminer une primitive G de g sur IR. 


3) a) Montrer que VxE IR ; f(x)+g(x)=8-16cos* xsin” x 

b) En déduire une primitive H sur IR de la fonction h définie sur IR par h(x)=cos° xsin“ x 
Exercice9 Vxe[-3;+[ On pose:f(x)=Vx+3 

1) a) Calculer la dérivé de la fonction g:x H} (x + 3) Vx +3 Yx e [-3;+00| 

b) Déduire une primitive F de f sur [-3; +| 


2) a) Calculer lim 8()sC3) VxE ]=3; +f 
x—(-3)" X +3 


b) Déduire que g est dérivable à droite en -3 
3) En déduire une primitive de f sur [—3;+ce| 
Exercice 10 Soit f une fonction continue sur [-æ;@] avec œ >0 
1) Montrer que si f est impaire alors les primitives de f sur [-0f; a] sont paires. 
2) a) Montrer que si f est paire alors la primitives F de f sur est telle que F(0) = 0 est impaire. 
b) Répond par Vrai ou Faux : toute primitive d’une fonction paire est impaire. 
2 

Exercice 11 Soit la fonction f définie sur IR par :f (x) = =. 

3x° +5 
1) Montrer que f admet des primitives sur IR. 
2) Montrer qu’une fonction de type X H> , P(x) avec P est un polynôme de second degré ne peut pas être 


une primitive de f sur IR. 
3) Soit h une fonction dérivable sur IR. 


a) Déterminer la dérivé de la fonction ọ définie sur IR par ọ(x)=h(x)v3x* +5 
b) En déduire une primitive de f sur IR. 





Exercice 12 Soit f la fonction définie sur IR, par f(t)= et F la primitive de f sur IR, qui 


t* +4 
s’annule en Q. 

| Fit oz — IR 
1) Soit 2 
x > F(2tgx) 


a) Montrer que g est dérivable sur o = et déterminer g (x) ; 
b) En déduire que Yx € oz On a: g(x) => puis calculer F(2V3 ) 
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2) Yxe IR, On pose: h(x)= F2 )+F| 
Xəbl x +2 


a) Montrer que h est dérivable sur IR, et déterminer h'(x) 





b) En déduire que e(+) + r(£) ae 
2 4, 8 
Exercice 13: Soit la fonction f définie sur[—2,2]par f(x) = V4- x? 
1) Montrer que f admet des primitives sur|-—2, 2] 
2) Soit Fla primitive def sur[—2,2]qui s’annule en0 
On pose pour tout x € [2,2] ; H(x) = F(x)+F(-x) 
a) Montrer que H est dérivable et calculer H'(x) puis calculer H(x) 
b) En déduire que Fest impaire 


Exercice 14: Soit la fonction f définie sur R par f(x) = ———— 
x2—-4x+5 


1) Montrer que la droite A : x = 2 est un axe de symétrie de (G, ) 
2) Soit Fla primitive def sur R qui s’annule en 2 et([ ) sa courbe 


On désigne parG la fonction définie sur R par G(x) =F(4-x)+ F(x) 
a)Montrer que G est dérivable sur R et calculer G'(x) ;Vxe R 
En déduire que Vx e R,G(x)=0 


b) Montrer que I(2,0)est un centre de symétrie de ( [) 


3) Soit H la fonction définie sur ZA par H(x) = F(2 + tanx) 


a) Montrer que H est dérivable sur LE z et calculer H (x) , Yx € l- 7 | 7 | 


b) En déduire que Vx € -z , H(x)= x puis calculer F(1) 


Exercice 15 Soit f la fonction définie sur [2;+c| par:f(x)= Ti + 1) x-2 

1) Existe-t-il un polynôme P tel que la fonction définie par F(x)=P(x) /x-2 est une primitive de f sur 
]2;+c[ ? 

2) F est-elle une primitive de f sur l’intervalle [2;+c[ ? 


Vx2-1 
X 


Exercicel6: Soit f : x — 


1) Montrer que f admet des primitives sur [1, +| . 





2) Soit F la primitive def sur[1, +| qui s’annule en 1etG la fonction définie sur o nl par G(x) = al : j 
COS X 
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a) Montrer que G est dérivable sur lo z| et calculer G (x). 
b) En déduire que Vx € Lo. > G(x)=tanx— X 
c) Calculer F (v2 ) etF(2).3) Soith:x— Ma :x€ |L, +| .Déterminer la primitive H deh sur |1, +ce| qui 


f(x) 


s’annule en 3. 
Exercice17 : Pourxe R on pose f(x) = x cos?x 


1) Vérifier queVxe R ; f(x) = D + x COS 2x 


2) Montrer que f admet au moins une primitive sur R. 

3)a) Calculerf (x)etf (x) 

b) En déduire la primitive F def sur R qui s’annule en 0. 

4) En déduire une primitive sur R de la fonction g : x — xsin?x. 


Exercice18: Pourne N'et xe[0,1[ on posef,(x) = kx“ 


k=1 
1)a) Montrer que f admet au moins une primitive 
b) Déterminer la primitive F, def, sur [0,1| qui s’annule enO. 


2) En déduire une autre expression def (x) .2) 
SoitaEe lo = etU, = A (1+2tana+3tan?’a+......+ntan™'@) ;neN Déduire de ce qui procède 
| n 


que U converge vers une limite que l’on précisera. 
Exercice19 : 1) Linéariser les expression: sinf x etcos* x 
2) Déterminer une primitive Fsur R de la fonctionf : x œ 3sin°-5cos* x 


z . e ha AE T 
3) Déterminer la primitive G def sur R qui s’annule en x, = a 


Exercice20 : Soit la fonction f définie |—1,1]| par f (x) = x2- JALER 

l)a) Montrer que f admet au moins une primitive sur|-1,1| 

b) Soit F la primitive def sur|—1,1] telle que F(0) = 0 ; G la fonction définie 

sur|—1, 1] par G(x) = F(x) + E(-x) Calculer G '(x) pour tout réel x de [—1, 1] En déduire que Fest impaire. 


2) Soit H la fonction définie sur of par H(x) = F(cos x) —F(sin x) 
a) Montrer que H est dérivable sur o z et calculer H '(x) pour tout réel x de o z 


b) En déduire que pour tout x de Lo z , H(x) =x -Z oos x = sin X 


c) Calculer F(1) 
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Théorème :Soit f une fonction continue sur un intervalle I. si F et G sont deux primitives de f sur I alors 
pour tous a et b de I, F(b)—-F(a)=G(b)-G({a) 

Définition : Le plan est muni d’un repère orthogonal. Soit f une fonction continue et positive sur un 
intervalle [a;b] et F une primitive de f sur[a;b]. L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe 


de f, l’axe des abscisses et les droites d’équations x =a et x=b est le réelF(b)-F{a). Le réel 
b 
F(b)-F{a) est appelé intégrale de f de a à b et est noté : ff (x )dx 


Théorème : Soit f une fonction continue sur un pente Laetbet - des réels de I. alors 


Fr FR = E fr fixi = dx=- ff (x)dx fre) x ) dx + fr f(x)dx = fic f (x)dx (Relation de Chasles) 
b 


Définition :Le plan est muni d’un repère orthogonal. Soit f une fonction continue sur[a;b]. L’aire 


(en u.a) de la partie du pian limitée par la courbe de f, l’ axe des abscisses et les droites d'équations —- 
vsa et x =bestle réel F(b)-F(a kede réel: Ïr 


Théorème : Soit f et g deux fonctions continue sur ke . Pour tous réels œ- et B ; 


flot (x)+Bg(x)) )) doe a f(x) (x)ax #8 fe(x) 


a 
b 
Théorème :Soit f une fonction continue sur [a;b]. Si f est positive sur [a;b], alors f f(x)dx 20 


Théorème :Soit f une fonction continue sur [a;b] où a <b. Si f est positive et ne S’annule qu’en un nombre 


fini de réels de [a;b], alors fr (x) )dx > 0 


a 


Théorème :Soit f et geth trois fonctions continue sur [a;b].SI h<f <g ; alors 


fho) ax < fr (s) (axs fe) 


b 
Théorème :Si f une fonction continue sur [a;b], alors fr (x) )dx| < ff (x)|dx H 








à 


Définition : Le plan est muni d’un repère orthogonal . Soit f et g deux fonctions continue sur [a;b] . L’aire 


a 


(en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de f, la courbe de g, et les droites d'équations 


b f 
x=a et x =b est le réel ff (x)-g(x)|dx | 
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| Théorème :Soit f et g deux fonctions dérivables sur [a;b] et telle que Fri dérivées f' et g' sont continues | 


sur [a;b]. Alors jrs thdt=[f(t) = fr 





| Ébecéon Soit f une fonction continue sur à b] (a <b). On appelle valeur moyenne de f sur [a;b] le 


5x fr (x )dx 


| Interprétation géométrique de la valeur moyenne : Le plan est muni d’un repère orthogonal . Soit f une 
| fonction continue sur [a;b] . L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de f et les droites 





| 
| réel, noté f défini par f= T 





d'équations x=a et x =b et y =0est égale à celle du rectangle de côtés (b = a) et f. 

| Théorème :Soit f une fonction continue sur [a;b]. Soit m et M deux réels. Si pour tout x de [a;b], 
m<f(x)<M alors m<f<M 
Théorème :Soit f une fonction continue sur [a;b] (a< b). Il existe ce [a;b], tel que f=f(c) 
Théorème :Le plan est muni d’un repère orthogonal . Soit f une fonction continue et positive sur |a; b|. Le 


! volume V du solide de révolution engendré par la rotation de l’arc 


| AB={M(x: y) tels que: y=f(x) et a <x <b} autour de l’axe (0; i) est le réel V = ajek (x dx 





Théorème :Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un réel de I. alors la Sion F définie sur r 
par est la primitive de f qui s’annule an a. 


théorème :Soit f une fonc F(x j= fr f (t)dt tion continue sur un intervalle Let a un réel de I. alors la fonction 


fF: > ff (t)dt est dérivable sur Let F'(x)=f (x), pour tout x de I 


Théorème : Soit f une fonction continue sur un intervalle I, u une fonction dérivable sur un intervalle J telle 
u(x) 
que u(J) cI. Alors la fonction F définie sur J par F(x)= f f (tkit est dérivable sur J et 


F'(x)=f (u (x))u '(x), pour tout x de J. 
Théorème :Soit f une fonction continue sur un intervalle I centré en 0 et soit un réel de L 


- Si f est impaire alors [ f (x }dx = 0 


| - Si f est paire alors f f (x )dx = k (x )\dx 
Théorème : Soit f une fonction continue sur IR , périodique de période T. pour tout réel a 
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Exercice 1 L'une des réponses proposées est correcte, laquelle ? 


1) Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I et a et b deux réels de I. Alors on a : 








b b b 
a) [f(Ddt > 0 b) [fo] > 0 c)| [f Od 20 
l 
2) |(sinx)"" dx est égal à : a) 0 b) 101 c)-101: 
-1 
l 
3l = f x+ 2 dx, alors : a) 1 > 0, c) I<0 , d) On ne peut rien dire sur le signe de I. 
2 


a) I>0 b)}I=0 c) I<0 d) On ne peut rien dire sur le signe de I 
| 5 
4) Soit f une fonction continue sur [1,5] et 1< f(1) <10, I = Í f(t)dt , alors : 
l 


PISTS D'SSI<S c) 4<7< A0. 


—X 


5) La dérivée de la fonction x > f f(t)dt avec f une fonction continue sur IR est : 


a) fCx)- F6) brf eaa e ea EAS (2) 
6) Yx > 0; Soit f (x) = [i alors : 


a) lim f'(x)=+00 b) p(a) RE EREZ 


Xx— +00 


c) lim f (x)= 


SE 


Q 2 6 . 

; ; y CFE Smt ; : 

7) Soit & un réel strictement positif alors Jeep est égale à : 
-+ 


=Q 


21 3 lo, Bory 
a) —Q b) —c c) —Q 
E 3 Fr 


8) Ü et C' désignent les courbes représentatives de f et f' dans un repère 





orthonormé (o,i,j) on note A l’aire de la région du plan limitée par 6 et L'et les 


droites d'équations x=0et x=1;,alors A= 
a)2 [f(x)dx b1-2{ (f(x) o [a-f(x))é © SATE) (x) 


9) Soit f une fonction continue et impaire sur Lui] alors i ( Ta )+1)dx = 
a) 2 i b) Q = c)—2 
10) soit f la fonction définie par f (x)= f dt alors 


a) f(x)>0 VxeR + b)f(x)}<0 VxEIR c) f(x) change le signe sur IR 
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Exercice N° 2 : Vrai ou Faux. 


1 
1) Soit U, la suite définie sur N° parU, = fe sin(zx)dx, ona: limU, =0. 
0 


n—}+00 


< |ÿr2+4 dr 


0 


2) Pour tout réel x 20, on a: 








FR 2+4sint dt 
0 


œ 
3) Pour tout réel œ, on a : fesintdt =. 
—€ 


4) Si l'intégrale d’une fonction continue f est nulle sur l’intervalle [a,b], alors la fonction f est nulle sur [a,b]. 
d 


5) Soit f une fonction continue, croissante sur [a,b] et f(a) = c et f(b) = d, alors f F KO dt est égal à l’ aire 


c 


de la partie du plan limitée par ¢, et les droites d’équations y= a, y = b et x = 0. 
6) Si f et g deux fonctions continues sur IR, alors Vx € IR ; f f(t)g(t)dt = | [rte |! fela 


7) La courbe ci-contre est la représentation graphique d’une fonction 
f, elle coupe l’axe des abscisses aux points d’abscisses 
=] 
-3-V2 et -1 alors f f'(t)dt>2 
-3-V2 





Exercice 3 Calculer chacune des intégrales suivantes : 


> 
Il 
Ú" 


1 
asie LB DE = cos [À Ja 
| rs J i 
> | 
tan xdx, E= fsin‘ x ax ae SF = fx tan” x?dx . 


0 0 


© 
Il 
DIS. AINA © 


i 
Exercice 4 Calculer : A = H= dh et = rh i 2sinx dx. 
LXETCICE + TA 


Exercice 5 On pose A= |x Nx +1 dx, B= dx, C = 

Exercice 5 On p | ve een Fa = 

1) Vérifier que B + C = A 

2) Calculer A et B puis C. 

Exercice 6 : La courbe £, ci-dessous représente une fonction f définie sur IR dans un repère orthonormé 


(o;ï;j) d’asymptotes y =x +2 et y =x -2. 


I) En utilisant le graphique : 
1) Déterminer le tableau de variation de f. 
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SG) 


3) f est-elle dérivable en 0. Expliquer. | 
4) Soit À € ]0;+| et À, l’aire de la partie du 








2) Déterminer lim 
X — + 


plan limitée par la courbe C; , l’axe des abscisses 
et les droites d'équations x =0 et x =À 
a) Vérifier que x -2<f (x)<x+2 ; 


2 2 


b) En déduire que Aa SA = = 2À 
c) En déduire lim A, . 
ID) La courbe de. ci-contre représente la fonction 
f définie sur IR par f (x )= ax R 
2 
x° +4 
1) Montrer que a=1 et b=-2 ; 





2) Calculer À, en fonction deÀ ; 
3) Retrouver lim A, 
À— +00 
Exercice N°77 
On considère une fonction f continue sur IR, dont le tableau de 


variation est le suivant : 

1) Utiliser le tableau de variation pour répondre aux questions 
suivantes : R 

a) Trouver un encadrement de f sur IR, 


f (x)=1 


2) Soit h la restriction de la fonction f à l’intervalle[0;1]. 





b) Calculer lim 
x 0" 


a) Montrer que h réalise une bijection de [0;1] sur un intervalle K que l’on précisera. 
b) Etudier la dérivabilité de h` sur 5 | 


f (x) 





3) Soit g la fonction définie sur IR, par : g (x ) = et (C) sa courbe représentative dans un repère 


orthonormé (o : i: T) , 
a) Dresser le tableau de variation de g ; b) Construire la courbe (C) 
4) On note par I = fe (3 )dx ; J= [xs ‘(x)dx 


a) Donner une interprétation graphique de I ; b) Montrer que 1<7 <2 
c) Calculer I+J  ; d) En déduire que: 0<J <1 
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Exercice 8 : Pour tout entier naturel n, On pose 1, = {x "\1-x dx. 

2 
1) Montrer que 1, = > 
. 2)a) Montrer que la suite (I, ) est décroissante, en déduire qu’elle est convergente. 

l Oa La 
b) Montrer que pour tout n de IN, on a: Z, S Peka en déduire lim (1 g ) , 
n + n—+0° 


3) a) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout n de IN, on a (2n+5)1,., =2(n +1)1, 


b) En déduire la valeur de I, 


c) Calculer l'intégrale J = [ (x +1) V1-xax 


2 
Exercice 9 On considère la suite (U,) définie sur N par U, = = et Vne NU, = feos” t dt. 
0 


1) Calculer U, et U,- 





l 
2) Démontrer que : Vne N, U „2 is d (1) 
n+2 
! 
3) En déduire que : Vne N, U, mr a ; 
aay 


4) Démontrer à l’aide de (1) que pour tout entier naturel n, (n +1)U „„U,„ est indépendant de n. 


+ 5) Exprimer U,„„ en fonction de:n: 


2n+1 





Exercice 10 Soit la fonction f [Zal —> |1, +| , x> E ; 
g 2 sin x 


1) a) Montrer que f est bijective. On note f™ sa bijection réciproque. 
b) Montrer que f~ est dérivable sur [1++{[ et calculer sa dérivée. 


V2 
ds 
2) Déduire alors la valeur de l'intégrale J = | — =: 
s Ï s\s2-1 


3 


Exercice 11:Soit F la primitive sur |1;+c] de la fonction f (x ) = — == telle que F V2)=0 
= Dee rar SM, 


1) Montrer que F est décroissante sur H +oo| 





2) Soit G la fonction définie sur o par G (x )=F | 
2 sinx 


a) Montrer que G est dérivable sur El et calculer G ‘(x ) 


b) En déduire que pour tout x € (El x jsx y 
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c) Calculer alors l’intégrale I = 
Les x r = 


Exercice 12 Soitne N ,onposeU, = |(tanx) dx. 


O mm, À | A 


l)a) Justifier l’existence de U. 
b) Montrer que U, est décroissante. 

l 
n+l 
Montrer que U, est convergente et déterminer sa limite. 





2) a) Montrer que, pour toutne N*, on aU, +U, = 








b) Montrer que, pour tout ne N*, ; SU S a ; retrouver lim ŲỌ,. 
2(n+1) Hyto 

3) Pour tout ne N°, on pose W, RE e a a N : i 
3-347 9 4n+1 4n-l1 


a) vérifier que U,,,, =U,-W.. 


b) En déduire que lim W, = Fe | 


i n 





Exercice13 On définit pour toutne N”, l'intégrale I, = f 2 dx 
0 ( kt x) 


1) Montrer que la suite (Z, ) est décroissante. Déduire qu’elle est convergente. 


n 








2) Montrer que Yne N*, Sl s . Déduire lim Z.. 
4(n +1) n+l ny4 

1 n+Í 
1 J 2 f x dx 
4&(n+1) n+1;(x+1) 
<(n+1)1, dep 
A(n +2) 4 n+2 


c) Calculer lim (nr +], . En déduire lim nl. 








3) a) Montrer que Yne N ,1, = 





b) Déduire que Yne N*, 





4) On pose Yne N° aa e bi I etl = 
À hon 


a) Montrer que I = s 


M Cyg” n+1 


b) Vérifier que Yne N et Yxe [0,1]: S Ar = 
) À 2 9 1+ x 


y"! 
+) 
s, -1|<1 





En déduire que S, —7 =(-1)" a 


En déduire que ($,) est convergente et déterminer sa limite. 





n+l’ 
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Exercice 14 Pour tout entier naturel n, on définit l’application F, de [0,2] dans R telle que : 


F (x) n Í T y piik 


o V4-t 





dt . 


2 
1) A l’aide d’une intégration par parties, démontrer que : F(x) = -x N4- x? +2(n +1) l 4-1 dt. 
0 


2) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, F, a pour limite L, lorsque x tend vers 2 avec 





16"(n!) 
+ Un 
; l , 7" x+2 
Exercice 15 Soit la fonction f définie sur |-1,+c| par f(x) = net 
x 


1) Etudier f et tracer ¢, dans le plan rapporté à RON (o.i j) 
2) Soit À > 0 et A(À) Paire (en U A) du domaine limité par £,, (0,i) etx = 4. 
Calculer A(À). Déterminer lim A(À) . 
k+l 

r k+1 < EST 

3)a) SoitneN , montrer que Yke Oan- [Et < l f (t)dt <ts{ž) 
n n i (S. 

k 


l 
| montrer que Vn21l,ona: A()<U, < AUD + 
n n 


n-li 
b) On pose U, -15 f 


I k=0 
c) En déduire que U converge et déterminer sa limite. 


l 
Exercice 16 Soit neIN et U, = [x"V1-x dx 


0 





1) a) Montrer que pour tout ne IN ; OU, < : b) En déduire lim U, 
n + N— +00 
ie ; , ; +1 
2) Utiliser une intégration par parties pour montrer que pour tout neINOna:U,,, = rs: E 
i n 
3) Soit xEIR et ọ(t)= | Vi-x°& 
a) Montrer que best dérivable sur IR ; b) Calculer d'(r) 
c) En déduire o(r) pour ź € ož] et calculer alors U, 
4) a) Montrer que pour toutne IN, On a : nal < Van <i ; b) Calculer lim U nn 
n+4 U, re UT 
T 

c) Montrer que pour toutne IN, On a: U XU = — 

aiii ` 2(n+1)(n+2)(n+3) 
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d) Montrer que lim nn UÜ n = = 


2sin x 


Exercice 17 Soit F la fonction définie par : F : EX >R,xe F(x)= f V4—r? dt. 
0 


lja) Montrer que F est définie sur Ezd et calculer F(Q). 


b) Montrer que la fonction F est dérivable sur Ez et pour tout réel x de Zz yy A cos” x. 


c) En déduire l’expression de F sur ES 


2) Le plan est rapporté à un repère orthonormé O,i, j) . On considère la courbe T d’équation cartésienne 


2 2 
4 9 
a) Tracer T 


b) Utiliser ce qui précède pour calculer l’aire A de la région du plan limitée par la courbe T et les droites 
d'équations respectives x= 0 et x = 2. 


2x 
dt 
Exercice 18 Pour tout xe R, , on pose f(x)= À 
Tar 





1) a)Montrer que f est dérivable sur R, et calculer f (x). 


; 3 
b) En déduire que f admet un maximum en Q = 5 


x 
2)a) Montrer que pour xe R., EEE < f(x) < 
1+8x° 1+x 





3 
b) Déterminer lim f(x) 
c) Dresser le tableau de variation de f. 


pour tout t 20. Soit ne N et S, = SA). 


k=n 





3) On pose A(t) = 
+E 


k+l+7 


a) Vérifier que pour 4€ {0,1,2,...,n—1}, h(k+1+n)< f h(t)dt < h(k+n). 


k+n 
b) En déduire que pour tout ne N°, f(n)+h(2n)<S, < f(n)+h(n) 


c) Montrer que S, est convergente et calculer sa limite. 
TT 
Exercice 19 Pour toutxe pl , on pose f (x) = tan” x. 


l)a) Etudier les variations de f. 


b) Montrer que f réalise une bijection de o a sur un intervalle J que l’on précisera. 
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c) Tracer dans un repère orthonormé (oi i) les courbes C et C’ de f et f ‘(unité 2 em): 


m 


4 
2) Soit l’intégrale I = [ f(x)dx , interpréter graphiquement Í. 
0 


I 
Calculer I puis en déduire la valeur de J = Í F Godd. 
0 


ss = À Y : TT 
3) Soit A le domaine limité par C , (oi) et les droites d’équations x = Q, x = FA 
S étant le solide de révolution obtenu par rotation de A autour de (o.i) Montrer que 


n m 


4 4 
ff 2 (x )dx + ff (x x ?= - . En déduire le volume de S. 
0 0 


Exercice 20 Soit f la fonction définie sur 1 = [O, 1| par f (x)=, — 


I 
On note C la courbe de f dans RON (oi, j) ( unité 4 cm) 


1) a) Etudier la dérivabilité de f à droite en 0, interpréter graphiquement le résultat obtenu. 


l 
b) Montrer que f est dérivable sur [0,1] et que VxEe J0, 1| : f (x) = —— 
| | | | 2(1- x)Vx- x? 


c) Dresser le tableau de variation de f et tracer la courbe C. 
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f ~! définie sur un intervalle J que l’on précisera. 


b) Construire dans (oi, j) la courbe C’ de f~. 


c) Déterminer f(x) pour tout xE J. 
3) Soit A la mesure de l’aire du domaine D du plan limité par la courbe C et les droites d'équations 








LE 2 
respectives : x = 0 et y = 1. Montrer que À = 5 
Er 
ež 
4) On considère la fonction F définie sur |-7,7| par F(x) = l i ; s dit- 
TE 
0 


a) Montrer que F est dérivable sur |-7, z| et calculer F’ (x): 
l 


b) Déduire que YxE l-7,7|, F(x) we: puis calculer Í ! dt. 
2 ADE 





c) Déduire la valeur de A. 


Exercice 21 Soit f une fonction continue sur R, et g une fonction définie sur R, par : 


800 == [tar six>0 et g(0)= f(0). 
x 
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D) Montrer que g est continue sur R.. 
2) Montrer que g est dérivable sur R, et que g'(x)= tii (x)-g(x)) Yx >0 
x 


3) Déterminer g dans le cas où f(x) = cos" (7x). 


FT s 
; sın f sin TT 
Exercice 22 1) On pose I = F—& et f (t) =— Vte Z. d 
Í 
m 
2 
a) Prouver l’existence de I et en donner une interprétation géométrique. 


b) Montrer que h <I < A 
TT TT 


F(x)= [fiat vre Za 
2) Soient les fonctions F et G définies par : 2 


D= [27 dt Vre 3 
2 


à) Montrer que vseo Eh G(x) = Fr) - FE —-x)). 


] 
2 
sin TE 





2) En déduire , alors , que 7 = 


0 
È 


l 
2 2 

3) Soit U la suite définie , sur N , par : U, = [sin zt dt et Vn>1,U, = |t" sin zt dt. 
0 0 


a) Calculer U, et U, 





b ) Etablir que Yne N:U,= ea | = ee ad . En déduire la valeur de U, 
jA 





2 
> 
t) On pose S, -Pü et J aa sin F4 * E. 
k=0 0 
a) Montrer que Vn21:1—-S, =J,- 
b) Etablir que Vn 21 = <2t” ; en déduire que J, < : 
o$ n+ 


c ) Calculer lim J,. En déduire que S, converge vers une limite que l’on précisera. 


n—}+00 
3. 


Exercice 23 1) Montrer que pour tout xe R,, ona: sinx = [costdtet cosx=1- fsin tdt. 
0 0 

x2 

?) Montrer que pour tout xe R,, on a: a) sin x < x et cos x 2 e 
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3 2 4 
X XX 

b) sinx>x-—etcosx<1—-—+— 

3! 2 4! 





3) Calculer alors lim Si e | 


T 


T 
:xercice 24: On pose I, = y x” cos 2xdx pour toutn € N'etl, = F cos 2xdx 


) Etudier la monotonie de (I, ) 


T 
Ja) Montrer que Yne N ;I, < f‘ x"dx 
) Montrer que la suite (I, )converge vers une limite que l’on déterminera 


1{n\* (n+1)(n+2) Tr 
)a) Calculer I et I, .b) Montrer que Vne N;1,,, = ei FA | + Oc) En déduire Let 1, . 





Exercice 25 A/ Soit la fonction f a R;x tan x et la fonction g définie par g(x) = [ 


= 
ART 


l} Montrer que g est définie sur R et que g est impaire. 
>) Montrer que f admet une fonction réciproque f CE; 


: i —T T r ; | Le 
3) Soit h = gof. Montrer que h est dérivable sur FF 4 et déterminer sa fonction dérivée. 


dt 
+22 





l 
!) En déduire que g = f~. Calculer I = f 
0 


3/ On considère la suite (J,) 


neN 


l 
définie par I, =1et Yne N°,1,= |(0-1"dt. 
0 


|) A l’aide d’une intégration par parties, établir une relation entre 7, et 1, pour tout n de N. 
n! 


»-En déduire que : Vane N.L, =2———…——. 
1x3x5x...x(2n+1) 
| 
C/ Soit (u, ka la suite définie par : 4, = 1; u = + et plus généralement pour tout n de N, 
X 


1! 2! n! 


L + ————— |, 
EST 1IX3XJ 1X3XS5X...x(2n+1) 








1—72 n+l 
2 D 
|) Montrer que : Vne N, u, =2|———-ût. 
S LÉ 


l 

2) On pose v, = 21 —-u, où I = Í a 
JL 

a) Exprimer v, à l’aide d’une intégration par parties. 





TA 1-72 n+1 
b) Vérifier que : Vte [0,1]; 0< Jai <1. Calculer lim v, puis lim u, . 


11—}+c 
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2 
Exercice 26 On pose f(x) = E V xE ]-2, 2| . On note C sa courbe. 
=x 
1)a) Etudier f et tracer C dans un RON Ai j) du plan. 
b) On désigne par A l’aire de la partie limitée par C , (oi) et les droites d’équations x = 1 et x = -1. 
l 
Montrer que A = 2 [f (x dx. 
0 
2) Soit F la fonction définie sur ]-2,2[ par: F(x)= ff (ar. 
0 


Montrer que F est impaire.(On note I la courbe de F) 


3) Vx € 02| von pose G(x)= f f ( )dt . 
0 
a) Montrer que G est dérivable sur o z et calculer G’ (x). 
b) En déduire que Vx € o z, G(x)=2x -sin2x c) Déduire de ce qui précède la valeur de A. 


4) a) Vérifier que la fonction t > Zs t réalise une bijection de LE sur un intervalle J que l’on 
précisera. En déduire, alors, lim F (x). 
x>? 


b) Dresser le tableau de variation de F puis donner l’allure de I dans un RON (0 3: j) 


ytan x 


Exercice 27 Soit F la fonction définie sur o z par F(x)= | a 


1) a) Montrer que F est dérivable sur p z et calculer F’ (x). 


b) Calculer F(0). Exprimer alors F(x) en fonction de x pour tout x de o2 ; 

















4å4n+5 
2) a) Vérifier que : Vre R, —— = ne A D + MEN). 
l (= y l pe 
b) En déduire que : =u, +V , avec u, = Frs v, = (e [xd 
: alti 
pee | 
3) a) Vérifier que : Vte R, et Yne N, —— <t” . En déduire que lv, < | 
1+f An + 6 


b) En déduire que la suite (w,) est convergente et donner sa limite. 
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Théorème et définition :Il existe un “ne ui Fr nombres complexes, noté C et 
vérifiant les propriétés suivantes : 

1) l’ensemble C contient l’ensembles des nombres réels R. 

2) il existe un élément de C, noté i, tel que i% =—1. 

3) l’ensemble C est muni d’une addition et d’une multiplication qui vérifient les mêmes propriétés que 
l’addition et la multiplication dans KR. 

4) tout élément de C s’écrit de façon unique sous la forme z = ai+b, où a et b sont des réels. 
Théorème :Soit z=ai+b et z'=a"+ib'(a,b,a',b') sont des réels. Alors : 

+- Z=7z a=a et b=b 

-Z=0—a-=b=0 

+ z est réel = b=0 

- z est imaginaire >a =0 








n + 


-= = —\n 
Propriétés :Pour tous nombres complexes z et z', Z+Z'= Z+Z' : Zz' LT AS (z j (z) ne IN 


Pour tous nombres complexes z et tous nombres complexes z'non nul, 
Z Z 1 1 
Z Z Z (z ') 
2 


z+z=2Re(z) ; z-z=2ilm(z) ; zz=(Re(z )) +(Im(z)) 


Z = Z , Si et seulement s1 z est réel 











z = —Z , Si et seulement si z est imaginaire 


Théorème :Soit w et w, deux vecteurs tels que w, est non nul. Les vecteurs w et w, sont colinéaires, 


À = BE 
si et seulement si, —— est réel. 
FE 


Wi 


Théorème :Soit w et w, deux vecteurs tels que w, est non nul. Les vecteurs w et w; sont 


: ; eb- v Saa 
orthogonaux, si et seulement si, —— est imaginaire. 


— 


W] 


théorème :Soit deux nombres complexes z et z'. |z =O Si et:seulement siz = 0: z +2! < Iz]+]z' 


2 
































Ikz| =|k||zl : Ke R ; zz|<|z||z1 z| = 2 "ne N; s A j7? : 
z| |z 
a sl | DES si EE et ne Z 
Z |z| Z |z|" 
Propriétés :Soit z un nombre complexe non nul et k un réel non nul. arg(z )=--arg(z \[27] ; 


arg(-z)=n+arg(z)[27] 
Si k>0 alors arg(kz)=arg(z)[27] ; si k<0 alors arg(kz)=n+arg(z)[2x] 
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TU 
Théorème :Soit z un nombre complexe non nul tel que arg(z)=0[2x] Alors z=|z|(cos0+isin@) Cette 


écriture est appelée écriture trigonométrique de z. 
Si M est l’image de z dans un repère orthonormé direct (o, u, v) alors M appartient au cercle de centre O 


et de rayon |z| et à la demi droite [OB) telle que u:OB | =0[21] 


Théorème :Soit z un nombre complexe non nul tel que z=a+ib ; aet be R Alors arg(z)=0[2x| , si 


et seulement si, cos 0 = g et sin 0 = i 
Ja’ b? Na +b? 


Propriétés :Soit deux nombres complexes non nul z et z'. 


arg(zz')=arg(z)+arg(z')[27] ; arg[ + ]=-arg(z)[2] arg( Z )=arg(z')-are (z) [2n] 
z Z 
arg(z") = narg(z)[2n],nE€ Z. Pour tout nombre complexe non nul z , z” =|z|" (cos0+isin6), la 


formule précédente est appelée formule de Moivre. 
Théorème :Le plan est muni d’ un repère orthonormé direct (o,u,v). Soit A ,B,C et D les points 


d’affixes respectives tels que AB #0 et CD #0. Alors 


(1;AB] =arg (2, -z, )[2n] et (A ED)» arg 22e | 


Zg Za 
Théorème : eae - CD (cos0+isin) avec [AB;CD) = 0[2r. 
2, "En -AB 


Théorème :Pour tout réel 0, On note e” le nombre complexe cos 8 +isin 8 


“ue i 
> 7 OP 


Théorème : e'° . e 2=—i ; e" =-—1. Pour tout réel 8 et tout entier k, e” =e 


= 16: 
£ A E , s 6 
‘| te . ei SC i9 . — et i eil +n) 


i(0+2k7) Dour tout 


Di 


réel 0, le 
T RN j 5 x SDL (a+0' 1 e e! P Ea i 

Propriétés :Soit deux réels 0 et 0', e.e” agilt), e; e, (e°) =e" nez 

e 


Théorème :Tout nombre complexes non nul z, s'écrit sous la forme : z=re° où r=|z| et arg(z)=0[27]. 


L'écriture z=re" ,r > 0 est appelée écriture exponentielle de z. 
Théorème :Pour tout entier naturel non nul n, l'équation z =1 admet dans C n solutions distinctes 


.2kr 
définies par z, =e * ;l'entier ke {0;: 1126 (n -1)}. Les solutions de l’équation z*=1 sont appelées 


les racines n°” de l'unité. 
Théorème :Le plan est muni d’ un repère orthonormé direct (o, u, v) . Lorsque n 23 ; les points images 


des racines n°7 de l’unité sont les sommets d’un polygone régulier inscrit dans le cercle trigonométrique. 


Théorème :Soit a un nombre complexe non nul d’argument 6 et n un entier naturel non nul. l'équation 
[$ 2kn 


z” =a admet dans C n solutions distinctes définies par Zęą =re" ” l’entier ke {0:1; LS (n -1)} oùr 
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est le réel strictement positif tel que r° = [al . Ces solutions sont appelées les racines n°75 de nombre 
complexe a. 

Théorème :Le plan est muni d’ un repère orthonormé direct (O,u, v) . Lorsque n 23 ; les points images 
des racines n®™“ d’un nombre complexes non nul sont les sommets d’un polygone régulier inscrit dans le 
cercle de centre O et de rayon r= [al i 


Théorème :Soita,b et c des nombres complexes tels que a #0. L’équation az” +bz+c=0 admet dans 
-b+ ð mbaol 
èt 2, — à où à est une 
a 








C , deux solutions ( éventuellement confondues) définies par : z, = 


racine carrée du discriminant À = b” —4ac 
Théorème :Si z, et z, sont les solutions de l’équation az” +bz+c=0, a 0 ; alors 


az +bz+c=a(z-z (2+2); ETTE aa et ZZ,=— 
a a 


Théorème :Soit a,;a,;......... a, des nombres complexes tels que a, #0,n 22. Soit 
P(z)=a,z +a, 2 '+.,+razta,;Siz.estun zerg de P , alors P(z)-(z-7,)a{z), où giz) est dela 
forme az" +b,,z" *+...+b, avec b,,b,,...,b , complexes. 


2 ` Sy s e g n . « e 
Théorème :Pour tout réel x et tout entier n.(cosx+isinx) =cos(nx)+isin(nx) (Formule de Moivre) . 
ix —ix e™* iS ex 
Pour tout réel x, cos x = van où él SX — He du ( Formule d’Euler ) 
Théorème :En transformant une expression contenant une puissance de cos x ou de sin x sous une forme 
qui ne contient aucun produit de fonctions circulaires, on dit qu’on a linéarisé l’expression donnée. 





Exercice 1 Une seule des réponses suivantes est exacte. Laquelle ? 
1) Soit z le nombre complexe de module V2 et d’argument zZ alors la forme algébrique de z est 
a) 1+1 b) -1+1 : C) 1-1 


2) Soit A,B,CetD quatre points distincts du plan complexe muni d’un repère orthonormé (O.i,j) d’affixes 


respectifs z,,Z,,Z. et Z, une mesure de l'angle (AB,CD) est : 





Z. —TZ AS ZS —Z REY / 
a) arg| —4 |; b) ar8 (20 Za) sc) arg| 2€ 

Zp —Ze atg (Z —Z;) Z-Z, 
i | las _z-2i 
3) À tout nombre complexe z #-—3 on associe le nombre complexe z définie par : z = 

Z +3 

l’ensemble des points M d’affixe z tel que |z! =] est : 
a) un cercle de rayon 1; b)une droite;  c) une droite privée d’un point; d) un cercle privé d’un point 
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en it HAS 
4)A tout nombre complexe z + —3 on associe le nombre complexe z définie par : z = z Pensemble 
T4 


des points M d’affixe z tel que z est un imaginaire est : 
a) un cercle; b)une droite; c) une droite privée d’un point; d) un cercle privé d’un point 
5) A,B et C sont des points distincts d’affixes respectives a, b et c telles que (b- a) — 21 (c = a) alors 


a) ABC est un triangle isocèle en A; b)(AB)L(AC) ; c) (AB)//(AC) 


6) On considère les nombres complexes : z = 1+i93 ; z =2-2i et z = = , alors la forme exponentielle 
Z 


“ i Kaal ji ii: 1 su 
du nombre z est: a) =e? ; b) —=e ” > Ce) ——e À 
V2 \? 2 
7) Soit z = -8+6i alors une racine carrée de zest : a) 1+31 b) 1—3i c) —1+3: 


8) Les images des racines quaterièmes de —1 +71 sont : 
a) un cercle trigonométrique b) alignés c) symétriques 2 à 2 par rapport à l'origine 


9) On considère dans C l’équation(E) : z°-2mz-1=0avecme € \{-I;1} ; on désigne parz'etz"les 


solutions de (E) alors : 

a) arg(z')}+arg(z")=0{2x| b) arg(z')+arg(z")=n[2x] c)arg(z')+arg(z")=arg(m)[27 
10) Pour tout réel0 ; l’équation(E) :iz°+e"z+2 = 0 admet dans C deux solutions z, etz, ; on a donc : 
a) Z +2, =ie" b) z +z, =e" CN AE Sie 

11) L'ensemble des points M d’affixez =1+2e”" avecO€ Lo est : 


a) un cercle b) un segment de droite c) un demi cercle 


12) Par quoi doit-on compléter les pointilles pour que les deux assertions suivantes soient 
ayes ze C : z=-7..7EiR: zeC z =-1..7--1: 
aaeh Dé ebs pie ei 


13) Le plan est muni d’un repère orthonormé direct( O,u, v) . Soit z, et. z, deux nombres complexes non 


nuls ; M, et M, deux points d’affixes respectifsz, et z,.Siarg (z, )+arg(—iz,) = arg(3i)[2x|, alors 
a) le triangle OM M, est rectangle en O b) M est le symétrique de M, par rapport à O 
c) O est un point de segment [M,M,|/{M, ,M,} 
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Exercice 2 Pour chacune des questions suivantes, il y a deux conclusions correctes, vous devez donner 
au plus deux réponses (celles que vous jugez correctes) : 
1) Soit z=x+1y ; xE IR et ye IR, si z est imaginaire pur, alors : 


b) cos(0")}+isin(@") 
d) (cos8) +i(sin6) 








3 alors: 





Exercice 3 Répondre par vrai ou faux : 


1) Soit z=re* ; re IR” et 0e IR alors |z|=r et arg(z)=0[2x| 
[27] 


GNE- 


2) Soit dans C l’équation (E):z°—2iz+i=0 si z et z` sont ses solutions alors arg(z )+arg(z') = 
3) Soit z un nombre complexe ; z° = 256 & z = 4 ou z=-4. 

4) Soit les points M (z); M (z); A(2);z 22etz'#2\Starg(zt2)= arg (z -2) [27] alors A,MetM sont 
alignés. 

5) On considère dans C l'équation (E):z"=i(z+2) ; ne IN alors les images des solutions de (E) 


appartiennent à une droite fixe. 
Exercice 4 Soit (Oi, j) un repère orthonormé direct du plan, soit zun nombre complexe. 


1) Déterminer l’ensemble des points M( Z) du plan d’affixe z tel que |z — ]| = |z —il 
2) On considère dans C l’équation(E):(z-1) =-i(z-i) ; ne IN . Montrer que les images des 
solutions de (E) appartiennent à une droite fixe que l’on précisera. 
Exercice 5 Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct (oi, j) on donne le 
point A(i), soit l'application f :P—P ; M(z)+> M'(z') tel que : z =(1-i)z-1. 
1) Déterminer l’ensemble des points M(z) tel que z | = /2 
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2) Soit M un point distinct de A et M =f(M). 
a) Montrer que le triangle AMM est rectangle et isocèle en M. 


b) Déterminer une mesure orientée de l’angle (AM: AM ) , 


c) En déduire une construction de point M =f (M) ; 


Exercice 6 Soit (O,u, v) un repère orthogonal du plan complexe P . on donne les points A(i) et B(-i) 
et f l'application de P/{ A} vers P qui à tout point M(z) associe M (z) tel que z = iz+1 
Z 





m 
1) Montrer que l’ensemble des points invariants par f est un cercle dont on précisera le centre et le rayon. 
2) Montrer que les points A,M et M sont alignés. 


3) a) Montrer que Y ME P/{A,B} ; (u, OM ) => + (MB, MA) [2x] 


b) En déduire que si M appartient au cercle de diamètre [AB]/ {A,B} alors le point M appartient à une 


droite A que l’on déterminera. 
c) Déduire à l’aide de ce qui précède la construction de l’image M d’un point M du de diamètre 


[AB]/{A,B}. 

Exercice 7 Le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct O, OA, OB} et I le milieu de 

[AB]. On considère l'application f de P/{I} dans P qui à tout qui à tout point M d’affixe z # _ associe 
7) 

72 (1 +i) 


1) a) Montrer que A et B sont les seuls points invariants par f. 
b) Préciser les affixes des antécédents du point I par f. 


le point M’ d’affixe z = 





| T a 
2) a) Soit ze C/ Tan . Montrer que i2) 
2 gels igri 





b) En déduire que pour tout point ME P/ { A,B, I} Ona Er = =) et que 
AM AM 


(AM ,BM )=2(AM,BM )[21] 
c) Sur quel ensemble se déplace le point M’ lorsque M se déplace sur le cercle de diamètre [AB|/{A,B} 
3) Soit A la médiatrice de segment| AB] . On suppose que M est un point de A/ {1} 


a) Vérifier que M € A 
b) Construire le point M’à l’aide d’un point M de A741} 
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Exercice 8 le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct (O.i, j) , on désigne par A et B 


les points d’affixes respectives z, =i et z, = 2i , on considère l’application : f : P/{ A} —> P/{A} tel que 


eT . iz—2 
M(z)+ M (z) tel que: z = <<. 
Zl 
1) Montrer que f n’admet pas de point invariant 


2) Montrer que f est bijective et pour tout P/{A}, On a f” (M) =f (M). 


Seih | 
3) a) Montrer que : = 3 = — 

Ai |z — il 
b) En déduire que AM AM =1 et que Ae| MM | 


c) Déterminer l’image par f du cercle € de centre A et de rayon 2. 








d) Construire le point M lorsque M est un point de €. 

4) Soit G le cercle de centre O et de rayon 1. 

a) Montrer que l’image par f de € /{A} est la médiatrice du segment [AB]. 

b) Construire le point N =f (N) lorsque N est un point de C/{A}. 

Exercice 9 Soit dans le plan complexe trois points A, B et C d’affixes respectifs : a ,b et c non nuls et 


trois points P, Q et R d’affixes respectifs p = lal q = ll et r = el 
a b g 


1) Soit H le point défini par : OH=0P+0Q+OR 


a) Montrer que H est l’orthocentre du triangle PQR. 
b) Montrer que le triangle PQR est équilatéral si et seulement si p+q+r=0 


2) On suppose dans cette question que p+q+r=0. 
a) Soit z un nombre complexe. Comparer les réels S, et S, suivants: S, = |z Ea al F |z —b) +|z = c| 
et S, =|p(z-a)+q(z-b)+r(z-c) .En déduire que pour tout z , On a: 
z—al+]z-b|+|z-cl > |a| + |b| + [ecl 
b) Montrer qu’il existe un point M du plan tel que MA + MB + MC soit minimal. 
Exercice10 Déterminer l’ensemble des points M (z) tel que : 
1) A(1),M(z)et M (142°) soient alignés. | 
2) Ai), M(z) et M (iz) soient les sommets d’un triangle équilatéral. 
Exercice 11 Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct (O, u, v) On considère 


les points A etB d’affixes respectives 1 et 21. On considère 


l’application :f:P—P ;M(z) => M (z) telque :z = iz+2 | 
Zrmi 

1) a) Montrer que f possède deux points invariants, notés I et J. 

b) Montrer que le triangle OIJ est isocèle et rectangle. 
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2) Montrer que pour M # À et MZB ; On a :[u,OM ) = (AM,BM)+> [2x] 


3) Déterminer et construire les ensembles suivants : a) (F)= {M kak z est réel} 


b) (E)= (2) es =] )(G)= {M (2) A (2x) 

4) Soit M un point de P/{A} 

a) Montrer que (u, AM )+{u, AM) = 0 [2x 

b) Donner alors une construction de point M?’ image par f d’un point M de l’ensemble (F) (déterminé 


dans la question 3) a) ) 


Exercice 12 On définit les nombres complexes z, de la manière suivante : Z, = 1, et pour tout entier 


1 2. 
naturel n,Z,, = A Fo 


1) Pour tout entier naturel n , On pose U, =z, —-i. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel 


ey (=) | 


2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct(O. u, v) On considère les points 


; (ne IN). 


n 2 


A etB, d’affixes respectifs U, et z 
a) Calculer le module et l’argument de U,. 

b) En déduire que les points À, sont alignés. 

c) Montrer alors que les points B, sont alignés. 

Exercice 13 En utilisant l'expression (1+1)? où pe IN’, calculer -S = Chy -Ci,+Ci,+.....+Cir et 
SR CEE SES Es OR 

Exercice 14 1) Résoudre dans C l'équation 4z? -2V3e°z+e%° =0 ; 0e [0;x]. 


2) Mettre les solutions sous la forme exponentielle. 
3) le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct {O,u, v) , on désigne par Met M, les points 


Jdi i0 A =i i8 
e etz, = és 
4 4 


a) Montrer que les points M,et M, appartiennent à un même cercle fixe dont on précisera le centre et le 








d’aftixes respectifs z, | 


rayon. 


b) Montrer que “1 = Pon : 


2 
c) En déduire que OM, M, est un triangle équilatéral. 


4) a) Montrer que (u, M,M, ) = o-— [2x] 
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b) Déterminer © pour que la droite (MM, ) soit parallèle à la droite d’équation y =-x 


ue a à LR 
5) Résoudre dans C l’équation 4z* — 23 2 z +1=0 


V2 


> | T 
Exercice 15 (E):iz° +2e°z-—2icos(8)e" =0 ; 0E SI 
1) Résoudre dans C l’équation(E) 
2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct (O,u, v) On considère les points 


M,,M, d’affixes respectives z, =1+ie® e; z, =—1+ie" 
, 2 o. O T 
a) Ecrire z, et z, sous la forme exponentielle et montrer que — = 1 tan à H 4 
Z 
b) Déterminer @ pour que le triangle OM, M, soit isocèle et rectangle en O. 


















| x T K 
3) a) Déterminer et construire l’ensemble des points M, lorsque O décrit Ha 
b) Montrer que M, est l’image de M, par une transformation que l’on précisera. 
c) En déduire l’ensemble des points M, lorsque 9 décrit HA 


Exercice 16 Le plan P est rapporté à un repère orthonormé (o,u,v) 


1) Soit dans P les points M. ;M, et M, d’affixes respectives les complexes z,;z,etz,. Montrér que le 
triangle M,M,M, est équilatéral, si et seulement si z, + jz,+j"z, =0 ou 
2 
Zz +j’, + Jz: =U Avec j =€ 
2) Soit dans l’ensemble C des nombres complexes l’équation 


(E}:2°-(1+atia)z+a(l+i+ia)z ia =0 ; œ désigne un paramètre complexe. 


a) Vérifier que 1 est une solution de (E) 


b) Calculer les deux autres solutions z 'et z "de (E). 


c) Soit dans P les points A;B et Cd’affixes respectives les complexes 1;z etz". Déterminer les différentes 
valeurs du complexe & pour que le triangle ABC soit équilatéral (On pourra utiliser la question 1)) 
Exercice 17 On considère dans C l’équation(E):iz" +2sin0z—2i(1+cos0)=0 où Bæ ]-r;n|. 


1) Vérifier que sin” 0—2(1+cos0) = Li (1+cos e)| . Résoudre alors l’équation(E). 
2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct{O, u, v) On considère les points 
M etM d’affixes respectives z = -(1+e™) :z =l+e". 


i ' " : aan À i(n-8 
a) Ecrire z et z sous forme exponentielle. En déduire que — = etre) 
Z 


b) En déduire que le triangle OMM est isocèle. 
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c) Déterminer les valeurs 6 pour lesquelles le triangle OMM soit équilatéral. 

Exercice 18 Soit dans C l’équation(E):z°-(1-i)e*z-ie”* =0 où ae[0,x]. 

1) Résoudre dans C l’équation(E). 

2) le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct{O, u, v) , On considère les points 
A;MetM d’affixes respectives 1-i,e* et -ie". 

Déterminer & pour que les points A;M et M soient alignés. 

Exercice19 Soit l'équation (E):z°-2(1+icos8)z+2icos8=0 ; 0e (El 

1) Résoudre dans C l’équation(E). 

2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct{O, u, v) On considère les points 
A,M, etM, d’affixes respectives 1 ;z, =1+ie? ; z, =1+ie ”. 

a) Ecrire z, et z, sous forme exponentielle. 


b) Déterminer et construire l’ensemble des points M, lorsque 6 décrit l'intervalle ba 


c) On pose I = M, * M, . Déterminer et construire l’ensemble des points I lorsque 0 décrit l’intervalle 


Pí 


91-A i y i 
3) a) Ecrire — c sous forme exponentielle et en déduire que M, est l’image de M, par une rotation que 
Zo 





l’on précisera. 
b) Déterminer © pour que AM M, soit un triangle isocèle. 


4) a) Montrer que lorsque 6 varie sur lo; , la droite (M,M,) à une direction fixe. 


b) Prouver donc que M, =S, (M,) avec A:x=1 

c) Déterminer O pour que OAM,M, soit un losange. 

Exercice 20 1) Résoudre dans C l’équation iz”+(1-d)(1+i)z+d”+1=0 où d est un nombre 
complexe. 

2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct(O, u, v) On considère les points 
A,B,M,M, etM, d’affixes respectives i;—i;d;z, =i+d ; z, = —1-—id. Déterminer l’ensemble A des 
points M d’affixe d tel que OM, = OM, ,. 

3) On suppose que ld = 3. Montrer que le point M, appartient à un cercle fixe que l’on précisera. 


4) On suppose que arg (d) = z2r . Montrer que le point M, appartient à une droite fixe que l’on 


précisera. 
5) On suppose dans cette question que |d| sl: dži ét d-i, 
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a) Vérifier géométriquement que le triangle AMB est rectangle en M. 


—id i 
est un réel. 





b) En déduire que le nombre complexe = 
6) Soit l'application f, :M(z)—>M (z) tel que:z = (a i3) z+1 
a) Déterminer d pour que f, soit une translation. 
À l 
c) Déterminer la transformation complexe associe à l’homothétie h de rapport 5 et de centre Q: 


d) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de l’application Q =f, ch. 

Exercice 21 I- On donne dans C l’équation (E, ):z° -[2 +i(b +b) | ET -bb+i(b +b) =0 où best 
un nombre complexe et b est le nombre complexe conjugué de b. 

1) Développer ( b -b) 

2) Résoudre dans C l'équation (E, ) 

II- Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct(O, u, v) On considère les points 
A,M,M, etM, d'affixes respectives z, = lzy =b;z, =1+ib ; z, = 1+ib. 

1) Dans cette question on suppose que M appartient au cercle trigonométrique ( [b] = 1) ; 


a) Montrer que lorsque b varie, les points M, et M, appartiennent à un cercle fixe dont on précisera le 


centre et le rayon. 

b) Déterminer les nombres complexes b pour lesquels le triangle OMM, est isocèle de sommet principal 
O. calculer pour chaque nombre complexe b obtenu z . 

2) A tout point M d’affixe b distinct de O et A on associe le point M’ d’affixe b'= Se. 


PL | 1 pain] Troner BAr EN 
a) Vérifier queb'—-1 = TA En déduire que AM' et OM sont colinéaires et de sens contraire. 


b) Construire M?’ à partir du point M du cercle trigonométrique £/{ A}. 
Exercice 22 P désigne le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct(O, OA, OB) ! 
œ un réel de l’intervalle |0; 27| et € le cercle de centre B et de rayon 1. 
I) 1) Résoudre dans C l'équation : z° —i(2 -e° | z+e®-1=0 
2) Écrire sous forme exponentielle les solutions de cette équation. 
II) Soit f l'application de P/{B} vers P/{A} qui à tout point M (z) associe le point M (z) 
… Z=i 
tel quez =—. 
ZFi 


1) a) Montrer que f n’a aucun point invariant. 
b) Vérifier que V ze C/{il; On a:z -1= -2i 
kl 
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c) En déduire que Y ME P/{B}; Ona: AM BM = 2 et (BM, AM | = -em 
d) Construire le point M a 1 ; à l’aide d’un point M de cercle & 

2) Soit (E) l'équation dans € :(z-i) -W (rriz) 

a) Montrer que si z une solution de (E) alors z est réel. 


b) Montrer que : z =e° = z=-cot o 
c) Résoudre dans C léquation (E). 


"Is, 


d) Utiliser ce qui précède pour construire le point Q antécédent par f de Q d’affixe œ= ri irgo 


Exercice 23 Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct(O, u; v) , on donne 
la droite A d’équation y =1 et M un point de A d’affixe z. 
1) a) Vérifier que : M(z)e A {z}=|z-2il 





b) On pose (u, OM) =9|27]| avec0< 8< n. Montrer que iz = - 5 et que z=cotg0 +1 
sin 
2) Soit ne IN° avec n > 2, et (E) l'équation : z" =(z-2i) . 


a) Montrer que si z est une solution de (E) alors M{z)e A 





b) Montrer que | à =e: QZ 2 | 7 = C0! gti : retrouver 2) à). 
Z — 21 


c) En déduire que ( E) admet exactement n-1 solutions de la forme : z, = cot g | =) FÉSISESN-I 
n 


3) a) Montrer que l’équation (E) est équivalente à l’équation(E ) yo (—2i) 2" =0. 


k=1 








n-i)n 
c) Montrer alors que : sin z) .Sin (2) TS sin vx) DE 
n 


k s = ? À n — | TT 
4) Soit la suite définie sur IN / f1} par: U —sin Z) sin 2) a snf! ) | 
n | 





a) Démontrer que la suite (U, ) est décroissante et majorée. 


b) Démontrer que Yne IN /{1}; U,,, = ZU, + en déduire la limite de la suite (U, ). 
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Exercice 24 Soit (o;i,j) un repère orthonormé direct du plan P. 9€ ]O;n| , A(1) , B(—-1).On 
considère l'équation (E) d’inconnu ze C ; (E):z°-2z+2sin 0 —2isinOcos0 = 0. On désigne par 


z, et z, les solutions de(E). 
1) Montrer, sans résoudre (E) , que arg(z,)+arg(z,)=0 -z [2n] | 


2) Résoudre dans C l’équation(E). 


3) Mettre sous forme trigonométrique les solutions ayants une partie imaginaire positive. En déduire la 
forme trigonométrique de l’autre solution. 
4) On désigne par M, et M, les points d’affixes respectives 1+cos0+isin@ et 1-cosô—isin0 et Ile 


milieu de [MM,|. 
a) Donner l’affixe de I. b) Déterminer l’ensemble décrit par les points M, lorsque 8 décrit ]0;7| 
c) En déduire l’ensemble décrit par les points M, lorsque @ décrit ]0; x| 


5) Soit M (z) avec Z, a 
Z 


M; 


a) Montrer que Arno EE A 
2 2 2 


ooo o nae ao 


b) En déduire que M, M, est un vecteur directeur de la bissectrice du secteur [KA, KB] où K est le milieu 
de [MM | 

Exercice 25 I) Déterminer les racines cubiques de chacun des nombres complexes suivants : 

a = —i et b=-2+2i. On donnera les solutions sous forme exponentielle puis sous forme algébrique. 

Il) On se propose de résoudre dans C l’équation(E):z*—6iz" -3(3+i)z-4+i=0. 





1) On pose z'= z -—2i : Montrer que z est une solution de (E) si et seulement si, z' est solution de 
(E) avec (E) ‘2 to (l-ijzt241i=0 
u+v=2 
2) Soit u et v deux nombres complexes tels que : l 
uxXv=-1+1 
3 3 ; 
+v = -—2+ 
a) Montrer que z est une solution de (E) È : | 
uxXV=—-1+1 
b) En déduire que u°? et v? sont solutions de l'équation (E"):X°+(2-i)X+2(1+i)=0 


3) a) Résoudre dans C l’équation(E"). b) Déterminer alors les solutions de l’équation (E). 


.2K7 


Exercice 26 On pose A =1-2U +3U° -4U°+.....+(-1)" nU" avec U,=e" ; ke {0;1;....;n—1} 
Calculer (1 + U) A puis en déduire A. 
Exercice 27 Soit le polynômeP(z)=z"+z"+z"+z+1. 


1) Décomposer P en un produit de deux trinômes de 2 M€ degré à coefficients réels. 
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D) En déduire le calcul des valeurs de cos et cos 


Exercice 28 le plan complexe P est rapporté à un repère orthonormé direct | O,i,j . Soit ABCD un 


quadrilatère convexe de sens indirect a , b , c et d les affixes respectives des points A , B , Cet D. on 
construit à l'extérieur du quadrilatère les triangles M,AB ; M,BC ; M,CD et M,AD rectangles isocèle 


respectivement en M,;M,;M,;M,. 

1) Déterminer en fonction de a, b,c et d des affixes des points M, ;,M,;M,;M, . 

2) a) Démontrer que (MM, ) 1 (M,M, ). b) Démontrer que MM, = M,M,. 

Exercice 29 soit ABC un triangle, a, b, c les affixes respectives de A , B et à: 

1) Montrer que ABC est un triangle équilatéral de sens direct, si et seulement si, (c-a) = e3 (b-a) 

2) Monter que ABC est un triangle équilatéral de sens indirect, si et seulement si, (c-a) = e 3(b-a). 
3) Monter que ABC est un triangle équilatéral, si et seulement si, a? +b” +c* = ab + ac + bc 


Exercice 30 le plan complexe P qui est rapporté à un repère orthonormé direct (O, U, v) . On 
considère pour tout réel 0€ l  l’équation(E, ):z°-2ie"z-4(1-i) en — 0. 


1) Résoudre dans C l’équation(E, ). 
2) On considère les points M et M d’affixes respectives 2e° et —2{(1-i)e" et le point N image de M’ 


T 
par la rotation de centre O et d els . 


3 Tt ; EGATI À a 
a) Montrer que pour tout réel 0€ [o al , le point M’ appartient à un cercle que l’on précisera. 


b) Déterminer l’affixe de point N. c) Montrer que OM’NM” est un parallélogramme. 


d) En déduire une construction du point M” à partir de M’. 
| 3 | 
3) Soit l’équation(E,):(V2z+1) =(-2+2i)e°. 


a) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe (-2+2i)e". 





b) Soitae ]0; 27|, Montrer que V2z-1 = 2e? z= [iticos(à) 
Z 


En déduire les solution de l’équation(E,). 


Exercice 31 1) Résoudre dans C l'équation : zf +i=0. 
2) a) On pose f (z) =z +i, écrire f (z) en produit de six facteurs de 1° degré. 


b) Justifier que : 1—e"* =-2isin S) e? pour tout réel Q. 


kr 2 


2 T 
c) Calculer f (1) de deux façons, en déduire que : sin —-— +—-)=-— 
a f a À i 2411106 ) 64 


81 
x Mathématiques x 4°% Math x 


Exercices sur le chapitre « Nombres complexes » Collection : « Pilote » 
o—————— 


3) On donne dans C l’équation z° = (2-2). 
a) Montrer que si z est solution de ) alors |z| = 2- z| étque Z—1+1ÿ ; YE IR. 


(E 
b) Montrer que si z est solution de (E) alorsarg(z)+arg(2-z)=0[27] 
c) Si on posearg(z)=0[27x], montrer que120 = -5 [27] 
d) En déduire une construction des images des solutions de(E) , et donner ces solutions. 
Exercice 32 Soit (E) l’équation dans C : (z +i} =(z-1) 
1)a) Montrer que si z est une solution de (E) alors — z est aussi une solution de (E) 


b) Montrer que si z est une solution de (E) alors z est un réel. 
2) a) = = er. (a+ 2kr | = | z= cot ©) b) Résoudre alors dans C l’équation(E) . 
2 


3) a) Montrer que l’équation (E) est équivalente à l’équation (E) :5z° =10z*+1=0 
2 
b) Déterminer alors les valeurs exactes de cot p et cot p 


Exercice 33___ Soit le nombre complexe m =e" avec 6 est un réel élément de [0; 27]. On considère 
l'équation (E):z°-m(m+i)z+im =0;zeC. 

1) a) Vérifier que z, =im est une solution de (E). Quelle est la 2% solution z,, 

b) Ecrire z, et z, sous la forme trigonométrique. En déduire les valeurs de m pour lesquelles z, et z, sont 
conjugués. 

2) le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct (0, u, v) , On considère les points 


A ; M; M, et M,d’affixes respectives -1 ,m ,z, =im et z, = m’ 


Za Ti 
Ztl 


= |—-im 





a) Montrer que pour m#i ; 


b) Déterminer m pour que les points À ; M, et M, soient alignés. 
c) Déterminer m pour que AM,M, soit un triangle équilatéral indirect. 


Exercice 34 Soit r un réel de |0;1| et © un réel de ba. 


I) 1) a) Résoudre dans C l'équation z* — 2zrcos0 +r =0 
b) On note z, et z, les solutions de cette équation. Écrire z, et z, sous forme exponentielle. 


2) Pour tout n de IN, on pose U, =Z; +z,. 





< 2r”. En déduire lim U,. 


n—}+0s 


a) Exprimer U, en fonction den. b) Montrer que[U, 


II- Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct(O, U, v) on considère les points 


2 
; ; . . Z ' Z 
M,M,,M, et M d’affixes respectives z,; z, ; — et z =z, +— 
Zy ža 
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1) a) Montrer que les points. M,M, et M, sont distincts deux à deux. 
b) Montrer que les points. M,M, et M, appartiennent au même cercle de centre O et que MM, = MM... 


c) Exprimer | MM. MM, | en fonction de 9 . En déduire l’ensemble des points M pour que le triangle 


MMM, soit équilatéral. 
2) a) Donner la forme exponentielle dez . b) En déduire que les points O, M et M sont alignés. 
c) Montrer que le milieu I de [OM | est le projeté orthogonal de M, sur (OM) 


3) A partir du point M, Donner une construction géométrique des points M*; M, et M, . 
Exercice 35 m un nombre complexe. 

I- On considère dans C les équations à inconnu z ; (E):z°-mz+1-im=0 et 

(E ):iz +(m-—1-im)z + +2m+i)z+(m-—1)(1-im) =0 

1) Montrer que si z, est une solution de (E) alors z, est une solution de (E). 

2) a) Résoudre dans C l’équation(E). b) En déduire la résolution dans C de l’équation(E ). 

II- Le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct (o, U, v) .On considère les points 
À,B.M,.M, et M. d'affixes mspectives z, =—i: 2, =1;2=m+i;7;={1+i)ml et z, =im-i. 
1) a) Quelle est la nature du triangle BMM, ? 

b) En déduire que pour tout m de C/{1-i}, le quadrilatère BMM,M, est un carré. 

2) On suppose que m = V3 +2e° : 6e [-r:x]. Donner la forme exponentielle de z, . 

3) SoitT = {M(m)e Prang E= | =} 


a) Montrer que T =E/{A,B} où & est un cercle que l’on précisera. 





b) Soit I le centre de & . Montrer que A = i ) (B). En déduire l’affixe de I et le rayon de & . 
5 


Exercice 36:Soit El’équation dans C: z°—2iz-(1+a° )=0,aeC. 

1/a)Résoudre dans C l’équation (E) .on notes 7, et z2 les solutions de (E). 

b) Montrer que : (z= Iz, |) & (ae R). 

2/Dans le plan complexe P muni d’un repère orthonormé direct (O,u, v) On donne les quatre points 

À, B, M et N d’affixes respectives 1,-1 +21,1+a eti-a. 

a)Montrer que M et N sont symétriques à un point fixes I que l’on précisera.Lorsque M ¢ (AB) donner la 
nature de quadrilatère AMBN 

3/On suppose que a = e' °-2i ou Oe [0,27] 

a)Montrer que M décrit un cercle (G) fixe que l’on précisera lorsque @ varie dans [O, 27 | 


b)En déduire l’ensemble (C) de point N lorsque 6 varie dans 
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1 
f | Définition : pr 
j | Une application du plan dans lui-même est une isométrie si elle conserve les distances. 

C'est-à-dire, si M'N'=MN pour tous les points M et N du plan d'images respectives M' et N° 
P Théorème: L'identité du plan, les translations, les symétries orthogonales et les rotations sont des 

| isométries. 

|  - Les images de deux points distincts du plan par une isométrie sont deux points distincts. 
| | Théorème : Une application du plan dans lui-même est une isométrie, si et seulement si, elle conserve le 
| produit scalaire. Snails non einion zic 

Une application f est une isométrie, si et seulement si, AB.AC = A'B'A'C" pour tous points A , B et C 
| d'images respectives A',B'et C'. 
À ' Théorème : Soit f une application du plan. Si A , B et C sont trois points deux à deux distincts, d'images 
| | respectives A',B' et C', alors BAC = B'A'C'. On dit qu’une isométrie conserve les mesures des angles 
1 | géométriques. 
| | Théorème : Les images par une isométrie de trois points non alignés sont trois points non alignés 
| | Théorème : Soit f une isométrie, A , B et C sont trois points non alignés d’images respectives 


| A',B'et C’./Snlerepère (A, AB, AC) est orthogonal alors le repère AJAB AnG ') est orthogonal. De 


ÅT 


plus , pour tout point M d’image M’, AM = xAB+ yAC avec x et y réels, implique que 
A'M'=xA'B'+yA'C' 

Théorème : Une isométrie f est une bijection du plan dans lui-même. L’application du plan dans lui- 
l | même qui à tout point N du plan associe son unique antécédent M par f est une isométrie appelée 

| | réciproque de f et notée f™. 

Théorème : Pour toute isométrie f et tout point M, f(M)=N, si et seulement si, f '(N) =M. 


| 

| D; a A . A 

 - La réciproque d’une symétrie orthogonale est elle-même. 
| - La réciproque d’une symétrie centrale est elle-même. 


- La réciproque d’une translation de vecteur u est la translation de vecteur —u 

- La réciproque d’une rotation de centre I et d’angle © est la rotation de centre I et d’angle -Q 

Théorème : Soit f une isométrie et A, B, C et D des points d’images respectives A',B',C' et D' par f. si 
| AB=aCD alors A'B'=aC'D' où eR. 


| z ` z . P . . P . 
Théorème : La composée de deux isométries est une isométrie. 


| Théorème : La composée de deux symétries orthogonales d’axes sécantes est une rotation. Plus 
précisément, si D et D'sont deux droites sécantes en un point I et de vecteurs directeurs respectifs uetu' 
et si Sp et Sp sont les symétries orthogonales d’axes respectifs D et D", alors Sp. °S, est la rotation de 
centre I, et dans ce cas S,.oS, =S, o$,. 
Théorème :La composée de deux symétries orthogonales d’axes parallèles est une translation. Plus 
précisément, si D et D'sont deux droites parallèles et si S, et S,,. sont les symétries orthogonales d’axes 
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respectifs D et D', alors S, °S, est la translation de vecteur 21] où I est un point de D et J est le projeté de 
I sur D’. 

Théorème : Soit f et g deux isométries. g = f™ , si et seulement si, f o g = Id où Id désigne l’identité du 
plan. 

Propriété : Si f et g sont deux isométries, alors (fog) =g'of" 

Propriété : Soit f, g et h trois isométries, f = g , si et seulement si, hof =hog 

Théorème :Soit f une isométrie différente de l’identité, A un point non fixe et A * son image. alors les 
points fixes de f, s’ils existent , se trouvent sur la médiatrice de segment [AA'|] 


Théorème :Une isométrie fixe trois points non alignés, si et seulement si, c’est l’identité du plan. 
Théorème : Si deux isométries f et g coïncident sur trois points non alignés, alors elles coïncident partout 
dans le plan. On dit qu’une isométrie est déterminée par la donnée de trois points non alignés et leurs 
images. 

Théorème : Soit une isométrie fixes deux points distincts A et B , alors elle fixe tous les points de la 
droite (AB) 

Théorème : Soit une isométrie fixe deux points distincts A et B , et si elle est différente de l'identité, alors 
f est la symétrie orthogonale d’axe (AB). 

Théorème : Soit une isométrie fixe un unique points distinct I, alors f est une rotation de centre I et 
d’angle non nul. 

Théorème : Soit O un point du plan. Alors toute isométrie f se décompose de manière unique en la 
composée d’une translation et d’une isométrie g qui fixe O. 

Théorème : Une isométrie qui n’a aucun point fixe est soit une translation de vecteur non nul, soit la 


composée d’une translation de vecteur non nul u et d’une symétrie orthogonale d’axe A tel que u est 
directeur de A. 


Définition : La composée d’une translation de vecteur non nul u et d’une symétrie orthogonale d’axe A 


tel que u est directeur de A est appelée symétrie glissante. 

Théorème : Toute isométrie se décompose en au plus trois symétries orthogonales. 

Théorème : Toute rotation est la composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants. Plus 
précisément, soit r une rotation de centre I et d’angle O et D une droite quelconque passant par I et de 


vecteur directeur u. Alors r = S, °S, où D’ est la droite passant par I et de vecteur directeur u' tel que 
afaa) =0[|27] 

Théorème :Soit S, la symétrie orthogonale de centre I et D une droite passant par I. alors 

S, = Spe Sp = Spe Sp Où D’ est la droite perpendiculaire à D'en I. 

Théorème :Toute translation est la composée de deux symétries orthogonales d’axes parallèles. Plus 
précisément, soit t. une translation de vecteur non nul u et D une droite quelconque de direction 


orthogonale à celle de u et Hun point de D. Alors t- = Sp ° Sp, où D’ est la droite parallèle à D et passant 


7 — 


par le point K tel que HK = Fi 


85 
x Mathématiques a 4°" Math x 





Exercices sur le chapitre « Isométries du plan » Collection : « Pilote » 








Exercice _1 : 

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse: 

1) La composée de deux symétries orthogonal est soit une rotation d'angle non nul soit une translation de 
vecteur nul. 

2) si f est une isométrie qui fixe deux points distincts alors f est une symétrie orthogonale. 

3) une isométrie qui laisse globalement invariant la réunion de deux droites sécantes en 

O, Aet A’ alors f(0)=0 

4) une isomérie qui fixe un point A alors f est une rotation de centre A. 

5) f: M (Z) —M'(Z) tel que: Z "=i Z +2 est une isométrie. 

6) f une application ; A, B et C trois points non alignés du plan tel que f(A)=A ; f(B)=B; f(C)=C 
alors f= Idp 

7) soit ABC un triangle rectangle en B ; I=A*B ; J=B*C et f une isométrie tel que t= of =S (u) 


alors f est une symétrie glissante. 
8) La composée d’une translation et d’une symétrie orthogonale est une symétrie glissante 
Exercice 2: Cocher la ou (les) réponse(s) correcte(s). Soit ABCD un carré de centre 

O, I=A*B, J=B*C 1) l'application: So = 





a) Son S(on b) Sac) SD) c) Son” Sioc) d) Sias) ° Sian) 


A) nr 


a) S(AB) S(CB) b) San) Son d) So) Son 


3) une isométrie qui fixe À, B et C alors f est: 


a) Scan)? Seas d) Seas)? Siac 


4) une isométrie f fixe I et O et transforme A en B alors: 





a) f=S(on b) f=S (AB) d) on ne peut pas conclure 
5) une isométrie f transforme le triangle ABC au triangle ACD alors : 
(i) _f(B)= c) D 


Gi) FA, C}}= 


6) SaB? Sao est: 


a) rotation de centre A et d'angle = 














c) rotation de centre A et 





b) rotation de centre A et d'angle - KA 
á d'angle z 


7) une isométrie qui laisse globalement invariant un triangle ABC de centre O alors f(O)= 
a) À 


8) (rs Sa) = 


a) Son) tas b) b) l-a Sion C)S on) ta 
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Exercice 3 1) Soit ABC un triangle équilatéral directe. 

Soit f une isométrie qui laisse invariant le triangle ABC. 

a) Montre que le centre de gravité G de ABC est fixe par f. 

b) Supposons que f(A) =A, déterminer f 

c) supposons que f(A) =B, déterminer f 

Citer tous les isométries qui laissent invariant le triangle ABC. 

2) Soit D = Sao (B). On se propose de déterminer tous les isométries h qui transforme le triangle ABC au 
triangle ACD. | 

a) On pause g = Sac)°h; déterminer l'image par g du triangle ABC. 

b) En déduire tous les isométries h. 

Exercice 4 Soit ABCD un losange de centre O non réduit à un carré; on se propose de déterminer les 
isométries f du plan qui laissent globalement invariant le losange ABCD. 


1) Montrer que f (O) =O (vérifier d'abord que: OA +OB +0C +OD =0 ) 
2) Montrer que f (A) {B,D} 


3) a) Montrer que si f(A) =C alors Sn,°f fixe les points A et O. 
b) En déduire les isométries f tel que f(A) =C. 
4) Déterminer les isométries f fixant le point A. en déduire les isométries qui laisse globalement invariant 


le losange ABCD 
Exercice 5: On considère dans le plan un triangle ABC rectangle en B tel que (AB AC | = z 27 


Soient C' et B' les points du plan tel que BCC' est un triangle rectangle et isocèle de sens directe et BAA’ u 
n triangle rectangle et isocèle de sens indirecte. On se propose de déterminer l'ensemble des isométries f 
qui laissent invariant l'ensemble {B, C, C'}. 


1) Déterminer f lorsque f(B)=B ; f(C)=C et f(C’)-C 
2) a) Montrer que f (B) ZC 
b) Montrer que f (B) + C'. Déterminer l’ensemble des isométries f qui laissent invariant l'ensemble 


[IB -CIC 
Exercice 6: Dans un plan orienté on considère un triangle équilatéral ABC direct; on désigne par Í, J et K 
les milieux respectifs des cotés [BC], [AC] et [AB] et par O le centre du cercle circonscrit au triangle 


ABC. Soit A la perpendiculaire à (AB) en B, on désigne par R, la rotation de centre C et d'angle = 


2 
et par R, la rotation de centre O et d'angle i 
1) Déterminer la droite A; tel que R, =$, ° Sioc) 


2) Déterminer la droite A2 tel que R, = Sioc) NTR 


3) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de Rı°R2. 

4) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune des applications 
R3 =S 1° SBO) et R3°Rı. 

5) On pose f =R '°R>°R:. 
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T 
a) montre que f est la rotation de centre A et d DEEE l 


b) En déduire que: R eR; m =t 
(a) 

c) Soit M un point du plan, on pose M '= k z) (M jet M "=R (M) , montrer que ABM"M' 

À , — 

3 

est un parallélogramme. 
Exercice 7: Soit ABC un triangle rectangle en A et isocèle tel que 
et soit I =A*B, J =A *C et O =B*C. 
1) Soit f une isométrie qui laisse ABC globalement invariant. 
a) Montrer que f laisse le segment [BC] globalement invariant. En déduire quef ({B,C }) DC 
b) Montrer que f(O) =0 et f(A) =A 
c) En déduire toutes les isométries qui laissent ABC globalement invariant. 
2) Soit A' et C' les deux points définis par AA'=CC'=BC et g une isométrie qui transforme le triangle 
ABC en le triangle ACC. 
a) Montrer que t; °g est une isométrie qui laisse ABC globalement invariant. 
b) En déduire toutes les isométries qui transforment ABC en A'CC. 
Exercice 8: On considère un rectangle ABCD (non carré) de centre O. 
1) Déterminer l'ensemble E des isométries qui laisse globalement invariant le segment [AB]. 
2) Soit F l'ensemble des isométries qui transforment [AB] en[CD]. 
a) Montrer que pour tout f de F on a ty of E E 


b) En déduire que F =ft75S0; Sor)» 1x5 °S a | Où A est la médiatrice de [AB]. 


3) Soit G l'ensemble des isométries qui transforme {A, B, D} en {B, C, D}. 
a) Montrer que si f EG alors f(O) =0 et f ({B D }) ={B, D } et f(A) =C. En déduire l'ensemble G. 


4) Déterminer l'ensemble des isométries qui laisse globalement invariant ABCD. 


Exercice 9: C; et C2 deux cercles de même rayon de centres respectifs O; et O2. Déterminer toutes les 
isométries qui transforment C; en C2. 
Exercice 10: Dans un plan on considère un hexagone régulier convexe ABCDE inscrit dans un cercle 


Cde centre Osoity={A,B,C,D,E,F}). 


Soit f une isométrie qui laisse l'ensemble y invariant. 

1) Montrer que O est invariant par f. 

2) Déterminer les isométries laissant invariant l'ensemble y. 

Exercice 11: Dans un plan orienté P, on considère un carré ABCD de centre O tel que: 


(AB AD ) = 7 27] On désigne par I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [BC]. 
1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune des applications suivantes: 
F = Sent Soc) 5 E= Soc)? Sos) > A = Sion ° Soo) €t K = S (04) ° So ° Sion) 


2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune des applications suivantes: 
foget goh 
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Exercice 12: Soit ABCD un rectangle et I =B*C et J =A*D 
Soit la transformation f = °$S,,,, .a) Caractériser l'application tze 05, . 


b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f. 


Exercice 13 : Le plan est muni d’un repère orthonormé | O,u, v). 
PC Eee 
Soit f:P—P ; M(x,y) M'(x'y')/ 2 
ee 3 
y T +2-V3 


1) Montrer que f est une isométrie. 2) Déterminer l’ensemble des points invariants par f. 
3) En déduire la nature de f. 


4) Soit O’ l’image de O par f, déterminer une mesure de l’angle (10,10) . En déduire les 


éléments caractéristiques de f. 


Exercice 14: Le plan est muni d’un repère orthonormé | o,u,v) . Soit f l’application d'expression 


complexe : z= É + a: han “i . Démontrer que f est une isométrie du plan. Caractériser f. 


Exercice 15: Le plan est muni d’un repère orthonormé (o,u,v) 
š : è 1 Lol X' = 1 e e 1 
Soit f:P—P ; M(x,y) M'(x'y ETE 
1) Montrer que f est une isométrie. 
2) Déterminer l’ensemble des points invariants par f. 3) En déduire la nature de f. 
Exercice 16: Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O. 
1) Soit f une isométrie qui transforme le triangle ABC en ACD. 
a- Montrer que f(B) =D et f(O) =0. b- Déterminer les isométries f qui transforment ABC en ACD. 
2) On considère les isométries: g, =Tz5 °S (ap) et 82 =T °S (aB) 
a- Montrer que g, est une symétrie orthogonale dont on précisera son axe. 
b- Montrer que g, est une symétrie glissante. Préciser sa forme réduite. 
Exercice 17 : Dans le plan orienté, on donne un losange ABKI, tel que (AB, Ai) = z (2n) i 
On note : J=A * I et O =I * K, C =S, (A) et B=S, (K). On se propose de caractériser les isométries f qui 


transforment À en I et I en K 
1) On pose g = foT-- .a) Déterminer g (B) et g (K). b) Caractériser alors les isométries g. 


K, 


c) En déduire que: f = ak)Ofzg OU f= \ Je 
3 
2) On pose f, = à Ot— 


Kk + AB 
3 
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On désigne par H le projeté orthogonal de K sur la droite (AB) 


a) Déterminer les axes A et A’telles que 44 r) = SOS px) €t Ris r) =S px)0S à 
K= 5 
3 3 


b) En déduire que: R rP | r) =t c) Identifier alors l’isométrie fi. 
K,— B,— 
3 


14 
3) On pose f, = Saltas et D = Sg(A). a) Montrer que f, (B°) = B et f2 (B)=C ; f, (A) = 
b) Montrer que f, =t08 


4) Soit Q= f; 'of, . a) Déterminer ọ (A), ọ (D et ọ(B) puis caractériser Q. 
b) Déterminer l’ensemble des points M du plan qui vérifient: fı(M) = £ (M). 
Exercice18: Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O .On désigne par I et J les symétriques les 


symétriques respectifs de O et A par rapport à la droite (BC) et par A la médiatrice de [AB] > 


1) Caractériser la rotation r qui envoie B en CetC enD . 
2) Soit f =roS,,, -a)Montrer quer = Socso P) En déduire la nature et les éléments caractéristiques def . 


3) Soitg=t or" .a) Montrer que r =S,,0S,op) €t En 5 ©) ° Sa) - 


b) Montrer que g est une rotation dont on précisera les éléments caractéristiques. 
4) Soith =S,,,08,5 c) OSa) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques deh . 


Exercicel9 Soit ABCD un losange de centre I et tel que (AB , AD) == [2x] On désigne par E le 


symétrique de B par rapport à D et par A la médiatrice de [BE].1) Caractériser les applications suivantes 


Sa 0 Sac) Et Sen) O S 


ag: 2) Soit f = ta O ie z) a)Déterminer la droite (A') telle que j= =S 004: 


3 
b) Caractériser l'application S, A’) oS AB) .C) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f. 
3) Soit g=S, 0 Taz) . a) Déterminer la droite ( A") tel que Taz = Sign) OSa: 
3 3 
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g . 


4)a) Caractériser l’application gof~™.b) Soit M un point du plan qui n’appartient pas à la droite (BC). 
On pose N =f(M)etP = g(M). Montrer que BNEP est un parallélogramme. 


Exercice N°20: Le plan est orienté dans le sens direct. On donne un hexagone régulier ABCDEF de 
sens direct et de centre O. c B 


1) Soit f une isométrie de P qui vérifief (A)=0 et f(B)=D. 


> 


a) On pose g =f ot. Déterminer g(O) et g(C). x 

b) En déduire qu’il existe exactement deux isométries f qui 

vérifientf(A)=Oetf(B)=D F 
c) Déterminer limage de O par chacune des isométries. 
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2) Soit ọ=R, ot et soit A la médiatrice du segment|BC|. 
| z) OA 
O,— 
3. 


T 


Déterminer les droites D, et D, telles que “ 
O, 
3 


| = Sp, °S, et tn =S, °5,,, caractériser alors ọ . 


3) Soit = Son ° to où J=C*D. Déterminer l’image de la droite (EF) par la transformation y~. 

4) Soith = Qo y~! .a) Déterminer h(O). et h(A) ; en déduire la nature et les éléments caractéristiques de h 
b) Pour tout point M de P, on noteM, =@{M) et M, =w(M). Déterminer l’ensemble des points M tel 
que le quadrilatère FBM M, est un rectangle. 


Exercice21:Dans le plan oriente, on considère rectangle ABCD tel que AB = 2AD et (AB, AD) = [27] 


On note IetJ les milieux respectifs des segments [AB] et|DC]etK le symétrique de I par rapport 
a(DC) .1) On pose f =S,0T,:08,,, .a) Caractériser l’application:S,,.,08,, 
b) En déduire que f est une rotation dont-on précisera langle et le centre. 
2) Soit M un point de la demi droite [BA).La perpendiculaire a (CM) en C coupe (IJ)en N. 
a) Montrer que f (M) = N , en déduire la nature de triangle CMN 
~ ~ l+t 
b) On pose x = BMC avec'M + Bet M#1.Montrer que tg(BMN) = ce 
En déduire la positions de M pour laquelle te(BMN) 5 
3) On pose g = GROS ( c) a) Caractériser l application goS, AJ) 
b) En déduire que g est une symétrie glissante dont on précisera laxe et le vecteur. 
EXERCICE 22: Soit ABC un triangle équilatéral direct de centre I , et A ',B',C',le symétrique de A,B,C 


par rapport àI . On se propose de déterminer l’ensemble E des isométrie qui transforme ABC en A BC. 
1) Quel est le centre du triangle ABC. 

2) Déterminer l’ensemble E' des isométries qui laissent globalement invariant le triangle ABC. 

3) Soit f une isométrie plan .On pose g = S, o f .Montrer que g est un élément de E' si et seulement sif est 


un élément de E. 
+ Re à | 2T 2T 
4) Caractériser les applications suivantes Seor[ 12) Sor(1-2),5.05: 50800 Et :5,08 oc 
5) En déduire l’ensembleE. 
EXERCICE 23: Soit ABCD un rectangle non carré de centre O .On désigne par A BCD l’image 


de ABCD par la rotation r(0,—) On se propose déterminer l’ensemble E des isométries qui transforme le 
rectangle ABCD en ABCD. 
1)Déterminer l’ensemble E des isométries qui laisse globalement invariant le rectangle ABCD.. 


2) Soit f une isométrie du plan. On pose g= (of Montrer que g est un élément de E'si et seulement 
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si f est un élément de E. 


3)a) Soit A la médiatrice du segment | AD] .Montrer que r(0,5)0S , est une symétrie orthogonale 


d’axe À que l’on précisera. 
T I, 
b) Soit A, la médiatrice du segment [AB] Montrer que Ie a est une symétrie orthogonale 


d’axe À que l’on précisera.4) En déduire l’ensemble E. 
EXERCICEZ24 : Soit ABCD un losange non carré de sens direct et de centre Oet tel que : AC < BD 


On désigne par À ,B ,C et D les image de A,B,C et D par la symétrie Są de centre C .On se propose de 
déterminer l’ensemble G des isométries qui transforment{ A, B,C, D} en{A BC. D | 
1) Déterminer l’ensemble F des isométries qui laissent globalement invariant{ A,B, C, D}. 


2) Soit f une isométrie du plan. On pose g =S, 0 f .Montrer quegeGé&fer. 


3)a) Montrer que So O S (BD) =S, ac) O t out est une translation que l’on précisera. 

b) Caractériser les applications suivantes :Sç0$,,.,etSc 0S,. 4) En déduire l’ensemble G. 

Exercice 25: Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O .On désigne par ABCD l'image 

de ABCD par la rotation r0, 7) On se propose de déterminer l ensemble E des isométries qui transforment 
ABCD en ABCD. 

1) Déterminer l’ensemble E' des isométries qui laissent globalement invariant le carré ABCD . 

2) Soit f une isométrie du plan. On pose g = r(0,-7)0f i 

Montrer que g est un élément de E' si et seulement si f est un élément de E. 

3) Soit À une droite passant par O .Montrer que r(0, 790S , est une symétrie orthogonale d’axe A' que 


l’on précisera. 4) En déduire l’ensemble E. 
Exercice N°26: P est le plan complexe muni d’un repère direct (O,u,v) etm un paramètre complexe. 


I) 1) Résoudre dans C l’équation(E):(i—1)z° +(1=i)(m—i)z=2(m-i) =0, 

2) Soit M, et M, les points d’affixes respectives z, et z, de l'équation (E) . Déterminer l’ensemble décrit 
par chacun des points M, et M, lorsque m varie etarg (m) = gr : 

I) Soit application f:P—P , M(z)=>M'(z'); z'= (1+im)z+(1-i)(m-i) 

1) Montrer que f est une isométrie de P, si et seulement si, m =1 +e’ où 0€ |-r, T] 

2) On prendm =i +e". Soit M(z) un point de P et soitM"=f of (M). Montrer que l’affixe z" de M" 


estz"=z+(1—i) (e° — 1) . En déduire que si 0+0 alors f n’admet aucun point invariant. 


3) On prend m = 1+i. Déterminer l’ensemble des points invariants par f puis caractériser f. 
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4) On prend m=i+e" avecO 40. Soit A le point d’affixe 1, déterminer les affixes des 
points A'=f(A) et A"=f(A'). Montrer que f n’est pas une translation puis donner la nature de f. 


Exercice 27: ABCD un carré de centre O de sens direct, I =A*B, J =C*D, et E =Sb(A). 

Soit f une isométrie du plan vérifiant: f(A) =C et f(I) =J .1)a)Montrer que f(B) =D. 

b) Montrer que si f possède un point invariant M alors nécessairement M =0 

c) Soit C' =f(C). Préciser la nature du transformé par f du triangle ABC. 

En déduire que l'on a: soit C! =A, soit C! =E. 

2) a) On suppose que C' =A, chercher alors f(O) et préciser le nature et les caractéristiques de l'isométrie f. 
b) On suppose maintenant que C' =E, déterminer alors le point O' =f(O) et montrer que l'application 

g =1°f laisse fixes les points I et O. On déduire la nature les éléments caractéristiques de g. 


Exercice28: Soit ABCD un rectangle de centre O tel que AB = 2AD .On désigne par E le barycentre des points 
pondérés (A,1),(B, 2) et par Fle barycentre des points pondérés (€, 1), (D, 2) et par I le milieu de segment| AE | 
1) Déterminer l’ensemble (T, ) des isométries du plan qui laissent globalement invariant le segment [AE] ; 

2) Soit (T`, )l ensemble des isométrie qui transforment le segment| AE] en le segment | CF] 

a) SoitS, le symétrie de centre K ., f etg sont deux isométrie du plan tel que g = Sẹ Of Montrer que g est un 
élément de(T, ) si et seulement si f est un élément de (T`, ) .b) En déduire l’ensemble (I`, ). 

3)a) Montrer qu’il existe une seule isométrie du plan qui envoie{ À, D, E} sur{C, F I} ; 

b) En remarquant que h appartient à l’ensemble (I`, ), déterminer h . 


c) Montrer que h=t-0 S aj avec (A) est la médiatrice de | BC] .Le cercle (&) de diamètre | DE | et le cercle (&') de 
diamètre | CI |se coupe en M et N .La parallèle à la droite( AB) passant 
par M recoupe le cercle (&')en N .Montrer que AN = EN. 


Exercice 29:Le plan P est orienté dans le sens direct .On considère un triangle ABC 
rectangle en C, inscrit dans un cercle (€) de centre O et tel que : 


(AC, AB) = zl2n] On désigne par : I le milieu de [BC], 


D le symétrique de C par rapport à (AB) et E le symétrique de O par rapport à I. 
1°/ Montrer que [DE] est un diamètre de (6). 
2°/ Soient: k = Sgo0 Sas Eth = Sep) 0S,4,- a)Caractériser chacune des isométries k, h et ho ee 





b)Déterminer l’image de la droite (BD) par k. 

c)Soit M point du plan n’appartenant pas à la droite (BD). On pose M’=k(M) et M?’ =h (M). 
i)Montrer que le quadrilatère BM’ CM” est un parallélogramme. 

ii)Où faut-il placer M pour que BM’ CM” soit un losange ? 

3°/ On se propose de déterminer les isométries f de P qui vérifient : f(E) = A et f(C) = D Soit g l’isométrie telle que : 


g=t.°%#. a)Déterminer g(E) et g(C). b)Montrer que : sR ER Sen): 
ai 


c)On suppose que g = e 2n) . Déterminer les droites À et A’ tels que e 2m) = Ses) ° S, et tr =S,° Sies) 
' "a 


Caractériser alors f. d)On suppose que g = Sp. Montrer que f est une symétrie glissante. 


( on pourra considérer le point H projeté orthogonal de A sur (ED). 
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Théorème : Toute symétrie orthogonale change les mesures des angles orientés en leurs opposées. (On dit 
qu’une symétrie orthogonale change l’orientation). 

Théorème :La composée de deux symétries orthogonales conserve les mesures des angles orientés. (On dit 
que la composée de deux symétries orthogonales conserve l’orientation). 

Théorème :On appelle déplacement toute isométrie qui conserve les mesures des angles orientées. On 
appelle antidéplacement toute isométrie qui change les mesures des angles orientées en leurs opposées. 
Théorème :Une isométrie est un déplacement, si et seulement si, elle est la composée de deux symétries 
orthogonales. 

Une isométrie est un antidéplacement, si et seulement si, elle est une symétrie orthogonale ou la composée 
de trois symétries orthogonales. 

Classification des isométries : č č — —č— 





| Déplacement 


Déplacement 


Symétrie o1 ETN i © | Antidéplacement 


Symétrie BHSSANEE" O | hians sai | Antidéplacement 


Théorème :- la composée de deux déplacement est un déplacement. 

- la composée de deux antidéplacement est un déplacement. 

- la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antidéplacement. 

- la réciproque d’un déplacement est un déplacement. 

- la réciproque d’un antidéplacement est un antidéplacement. 

Théorème :Deux déplacement qui coïncident sur deux points distincts sont égaux. 

Deux antidéplacement qui coïncident sur deux points distincts sont égaux. 

Théorème :Soit A , B , C et D des points du plan tels que AB =CD et AB #0. Il existe un unique 


déplacement qui envoie A sur C et B sur D. Il existe un unique antidéplacement qui envoie A sur C et B 
sur D. | | 
Théorème :Soit f un déplacement et A , B , C et D des points du plan tels que AB +0 et CDZ0.Si A’, 


B’ , C’ et D’ sont les images respectives par f des points A , B , C et D, alors 


(AB, A'B’) = (CD, C'D')[2r] . En désignant par 6 une mesure de l’angle (AB, A'B , on dit que f est un 
1 











déplacement d’angle 6. 

Théorème : Soit f est un déplacement d’angle 6. Si 6 = 2kr, alors f est une translation. Si 0 + 2kx, alors 
f est une rotation d’angle 6. 

Théorème : Si f est un déplacement d’angle © et g est un déplacement d’angle 0", alors f og est un 


déplacement d'angle 6+0". Si f est un déplacement d’angle6 , alors f "est un déplacement d’angle -6 
Théorème :La composée de deux translations t; et t; est une translation t- : =t-ot- =t- ot- =t- - 


v+u 


Théorème :La composée de deux rotations r et r' d’angles 0 et 0' et de centres respectifs O et O ‘est 
soit une translation de vecteur non nul, soit une rotation d’angle non nul. 
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oo 
Si 0+0'=0{2x|, il s’agit d’une translation de vecteur non nul. 


SLOD Z O[2x| „il s’agit d’une rotation d’angle non nul. 

Théorème La composée d’une translation et d’une rotation d’angle non nul 6 est une rotation d'angle 0 
Théorème :Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (o.i. j) . Soit f une application du plan dans 
lui- même qui à tout point M d’affixe z associe le point M> d’affixe z’. l'application f est une translation de 
vecteur u, si et seulement si, il existe un nombre complexe b tel que z'=z+b où b est l’affixe de u. 


Théorème :Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (O,i j) . Soit f une application du plan dans 


lui-même qui à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’. l’application f est une rotation 
d’angle O et de centre I, si et seulement si, il existe deux nombres complexes a et b tel que 


| i b š 
z'=az+b;avec a=e";a Fl et z, De est l’affixe de I. 
— 4 
Théorème :Une isométrie est un antidéplacement, si et seulement si, c’est la composée d’une symétrie 
orthogonale et d’une translation. 


Théorème :Soit f une symétrie glissante. Il existe un unique vecteur non nul u et une droite D unique tels 
que f =t- °S où u est un vecteur directeur de D. cette décomposition est appelée forme réduite de f. 


Propriété :Soit f une symétrie glissante de vecteur u et d’axe D. M un point d'image M’ par f. 
- Le milieu de [MM] appartient à D. 


- Si M est un point de D, alors u = MM: 
- fof est une translation de vecteur 2u 





Exercice 1 Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse. 


1) f et g sont deux rotations d'angles raar et 6 = f og est une translation. 


2) f: M(Z)—>M'(Z') tel que Z'= Eak +i estune rotation. 


3) un déplacement qui fixe deux points distincts donc f est l’identité du plan. 
4) Si f=t- o S, avec t translation de vecteur non nul u directeur d'une droite A alors admet des points fixes. 


5) Si u estun vecteur non nul et À une droite alors t- oS, est une symétrie glissante. 
6) soient A et B deux points distincts, f déplacement qui transforme A en B et g un antidéplacement qui 
envoie A sur B alors fog est une symétrie orthogonale.. 


7) £: M(Z)—> M'(Z') tel que Z ' =Z +1 estune symétrie orthogonale. 
8) f une symétrie glissante d'axe A alors le lieu des milieux des segments [M, f(M)] est la droite A. 


Exercice 2 Cocher la réponse exacte : 


Soit ABCD un carré de centre O, I =A*B, J =B*C. 


D C 


INF 
IN $ 
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1) R Spa — Est : 


(DB) 


(02) 


a) Ao 3 b) Sion) C) Le o Sion) 
'4 
2) itag o Sion) est: 


| a) Une rotation b) une symétrie orthogonale c) une symétrie glissante 


3) S, °S, Est: 


7 amS 


4) f un déplacement qui fixe A et B alors f est: 


b) rotation d'angle non nul c) une symétrie glissante 


5) soit A une droite passant par O alors l’applications, o R | , est une : 


ca 
3 
a) symétrie orthogonale b) une rotation c) une symétrie glissante 


6) Le nombres des isométries qui transforment [AB] en [CD] est: 
7) Le nombre des isométries qui transforment A en B et I en J est: 


8) La composée de deux symétries glissantes d'axes perpendiculaires est une : 


- TT c) symétrie centrale 
CETAN 


9) La composée de deux symétries glissantes d'axes parallèles est une : 


b) une translation c) symétrie centrale 


Exercice 3 : Soit IBC un triangle du plan orienté 

















7T 
a) une rotation d'angle z 





. HA 
a) une rotation d'angle F 





R; la rotation de centre I, d'angle | IB, ic) :R) la rotation de centre C, d'angle | CI. CE | 


S i na E 


R; la rotation de centre B, d'angle | BC, Bi | ; A1, A et À, les bissectrices intérieures respectives des angles 


géométriques et J le point d'intersection de ces trois droites. 
On pose f =R, oR, 0R; 


l)a) Démontrer que f est une rotation dont on précisera l'angle. 
b) Démontrer que R, o R = S4, ° S4 . 


c) Démontrer que f (J) est le point Jı =S q) (J). 
2)a) Déterminer le centre Q de f. 
b) Démontrer que (IB) est tangente en Q au cercle inscrit au triangle IBC. 


Exercice 4: Soit ABCD un carré de centre O, tel que (AB „AD ) = [2z] 


On pose I = ATBIG = B*C. 
1) Montrer qu'il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B sur D, caractériser f. 


2) Soit E le point tel que DBE est un triangle équilatéral directe ( DB,DE ) = a [27] 4 
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JT TT TT 
Soit f = SIDE) o SBE) i f =r( B.Z )or[ £, z) et fa =r[0, z) 


a)Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f}. 

b) Déterminer f> (D); Caractériser fz. 

c) Déterminer f, o f, (A) , caractériser f, o fy. 

3) Soit M =SA(B) ; A la perpendiculaire à (AC) en A qui coupe (BC) en M;. 

a)Déterminer les images des droites (MD) et (AB) par f et en déduire que f:(M) =M.. 

b)Soit M; =f2(M), déterminer f, o f, M .) puis en déduire la nature de ABM:M:. 

4) Soit : g = TT So À) En décomposant tr n des symétries orthogonales convenables, montrer que g 


est une symétrie orthogonale que l'on précisera. 


Exercice 5 : Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (©, OA, OB) , à tout point M 


d'affixe z EC \{1,i} on associe les points M, = i = (0) et M, = R ue 
À; — B;— 
6 3 
On désignera par z.l'affixe de M, et par z, l'affixe de M2. 
l)a) Exprimer z; et z2 en fonction de Z. 


b) En déduire que pour tout z € C\{L,i} ona: AB si 
LT 6 





2) a) Démontrer que pour tout point M distinct de À et B on a: (AM :; BM ;) z mi (AM: BM | [27| 


b) Déterminer l'ensemble des points M du plan pour que les droites (AM) et (BM2) soient parallèles. 
c) Déterminer l'affixe z des points M pour lequel M, = t-;(M,). 

3) Monter que M; est l'image de M, par une rotation que l'on précisera. 

Exercice 6:Soit un triangle ABC isocèle et rectangle en A, de sens direct on considère le repère 


orthonormé direct (A, AB, AC) : 


1)Déterminer la transformation complexe associée à la rotation R de centre A et d'angle r 


2)Soit h l'homothétie de centre A et de rapport- 


a)Déterminer la transformation complexe associé à h 

b)En déduire la transformation complexe associéeà f =hoR. 

c)Prouver que pour tout point M de P\{A } d'image M' par f on a : AMM! est un triangle rectangle en M' 3) 
Soit Mo le point d'affixe i et pour tout n de IN on pose Mn+ı =f(Mn) on désigne par Z, l'affixe du point M. 
a) Exprimer Zn+ı en fonction de Z, puis déduire Zn en fonction de n 


b) Déterminer la forme des entiers n tel que M,€(A:y=x)\{A}. 
Exercice 7: on donne un parallélogramme ABCD de centre O. On construit les triangles isocèles DCF 


et BEC tels que (BE. BC | = (DC, DF | = = 27 


1) Soit R la rotation de centre D et d'angle ra ett =t; on pose f = Rot 


a) quelle est la nature de f? 
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b) Déterminer f(E) 

c) Soit G le symétrique de E par rapport à O. Montrer que R(G) =A et f(A) =A 
d) Montrer que le triangle AEF est rectangle et isocèle en A. 

2) On choisit A comme origine d'un repère orthonormé direct. 

a) Montrer que Zc =Zg+Zp. 

b) Déterminer l'expression complexe de R. 


c) Soit R' la rotation de centre B et d'angle A ; 


(1) Déterminer l'expression de complexe de R'. 

(11) Montrer que Zg =iZp+Z8. 

d)Montrer que Z, =—iZ, 

e)Démontrer une autre fois que le triangle AEF est rectangle et isocèle en A. 

Exercice 8:Le plan est munit d'un repère orthonormé, © étant un réel, on considère l'application f, de P 


qui à tout point M d'affixe Z associer le point M'd'affixe Z'= eZ +3(1-e"). 
1) Déterminer selon œ, l'ensemble des points invariants par f, . 
2) a) Déterminer pour que f soit une translation. 


b) déterminer & pour que f soit une rotation. 


3) Soit Bo le point d'affixe 6, on note B = f,(B,), B, = f,(B,) et pour tout n de IN*, B, = ji Gk 
p 4 


= 
Montrer par récurrence que pour tout n de IN* B = f (i ; pe > 
mT ——— 


4) Trouver les coordonnées (Xa; Yn) de B, en fonction de n. 

5) Trouver les limites des suites (X,) et (Yn). 

Exercice 9:Dans le plan orienté, on considère un rectangle ABCD de centre O tel que (AB, AC) = Es 
. On note D'=S\(B). 

[/ 1) a) Montrer que (OD') est la médiatrice de [BD]. 


b) Montrer que (AD OD! = “Z [27] 


27 | 


2) Soit R la rotation qui envoie A sur O et B sur D et f = Sron’) ° Siap) -On note I le centre R 
a-i) Montrer que R à pour angle À 


li) Déterminer l'angle de f. 
b-* Déterminer (Rof)(D) 
* Caractériser Rof 
* Vérifier que R =f!. 
c- Montrer que les droites (AD), (OD') et la médiatrice de [OA] sont concourantes en I. 
3) a- Montrer que R(D) =D. 
b- Construire le point C' =R(C). 
4) a- Soit g =S(OD") o R. Déterminer g(B) ouis caractériser g. 
b- Construire G =g(C). 
c- Prouver que D' =C'*G. 
d- Donner la nature du quadrilatère BOD'G. 
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Exercice 10 :Soit ABC un triangle équilatéral direct, I =B*C et D =S;(A). 

On pose: f=toR , , g=S,eR Set. haSive Re 
oes) (#3) (3) 

1) Déterminer la nature de f et ses éléments caractéristiques. 

2)a) Déterminer g(B). 

b) Montrer que g est une rotation dont on précisera l'angle. Soit G le centre de g. Montrer que les points A, 

B, G et C appartiennent à un même Cercle C. Construire le point G. 

3)a) Caractériser l'application f og` 

b) Pour tout point M du plan, on note M, =f(M) et M2 =g(M).Montrer que la droite (MM) passe par un 

point fixe lorsque M décrit le plan P\{C}. 

c) Déterminer l'ensemble des points M du plan pour lesquels on a: MM: = AD. 

4)a) Montrer que h est une symétrie glissante. 

b) Trouver la forme réduite de h. | 


(AD) © 


5)Soit Q = Sac) (B) etr la rotation d'angle : qui envoie A sur C. On note E =r(B). 


a)Déterminer le centre de r et montrer que C =A*E. 
b) Soit Ne [AB] MA, B} tel que AN =CN'. Montrer que le triangle QNN' est équilatéral. 


Exercice 11 : On considère un rectangle ABCD de centre O tel que (AB, AD) = 127] 


on note I=A*B , J =C*D ,E=D*A et F=-C*B. 
Soit f l'antidéplacement tel que f(A) =C et f(D) =B. On pose g =foS(ap) 
a)Déterminer g(A) et g(D) puis caractériser g. 
b) Montrer que f est une symétrie glissante et déterminer sa forme réduite. 
Exercice 12 : On considère dans un plan orienté un triangle ABC rectangle et isocèle en À 


tel que (A. AC) = z [2z] "On pose I =B*C, T=C*A et K=AB 

Soit f une isométrie du plan tel que f(A) =B, f(J) =K et f(1) =I 

1) a) Montrer que f(C) =A 

b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f ( Par trois méthodes ) 

2) Soit E =Sx(l). 

a) Montrer qu'il existe une unique isométrie h tel que h(A) =B, h(O) =A't WIJE: 

c) Montrer par deux méthodes que A = t; 0 Si KI)” 

3) Soit M un point du plan f(M)=M, et h(M)=M, . Monter que M, et M, sont symétriques par rapport 


à une droite fixe que l’on précisera. 


Exercice 13 : Soit ABCD un carré de centre O tel que (AB, AD) = (27 , on pose I=A*B et J =B*C. 


1) Caractériser les applications suivantes: f, = Sc) ° Ston) ef f = Sros) © Star 
2) Soit g l'antidéplacement qui transforme A en B et I en J. 

a) Déterminer g(B). 

b) déterminer gotz (J)et gotz (O) ;En déduire la nature de g otz; 
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c)Donner alors la forme réduite de g. 
3) Déterminer toutes les isométries qui transforment A en Bet Len J. 
Exercice 14 : Soit ABC un triangle équilatéral de centre O tel que : 


FAB,AC)= [27], 1 = B*C, J = A*B, K=A*Ce0'=S,,,(0) - 


1) Montrer que AOBO' est un losange de centre J et que les droites (BO') et (BC) sont perpendiculaires. 
2) a) Montrer qu'il existe un seul déplacement f tel que f(B) =C et f(0') =0. 
b) Préciser l'angle de f. En déduire que f est une rotation dont on précisera le centre. 


3) Soitg=1cf. 

a) Vérifier que f =S ar ° Stan 

En déduire que g est une rotation dont on précisera le centre et l'angle. 

4) Soit @ l'antidéplacement tel queo(B) = Cet g(oO ') =0. 

a) Montrer que @ est une symétrie glissante d'axe A médiatrice de [BK]. 

b)Soit u le vecteur deg .Déterminerr-(K) . En déduire le vecteurx . 

5) Soit {Q}=(BK)N(H)erh=S, 0°. 

a) Vérifier que So = ( k) °S (u) 

b) En déduire que h di du symétrie orthogonale d'axe la droite D= med[ AK]. 

6) Soit M un point du plan; On pose f(M) =M; et , Montrer que Mi et M; sont symétriques par rapport à 


une droite fixe que l'on déterminera. 
Exercice 15 : On considère un triangle équilatéral ABC de sens direct et D=S;ag (B). 


1) Soit r la rotation d'angle + tel'que (A) =C; 


a) Montrer que D est le centre de r. 

b) Soit B' =r(B), Montrer que le point C est le milieu du segment [AB]. 

2) Soit K un point de la demi-droite [ AB) et K' le point de [CB) tel que AK =CK'. Montrer que le triangle 
DKK' est équilatéral. 

3) On désigne par E et O les milieux respectifs des segments [BB] et [AC]. 

a) Montrer qu'il existe un seul antidéplacement f qui transforme A en C et B en B'. 

b) Montrer que f est une symétrie glissante. 

c) Montrer que f(D) =B puis caractériser f. 

d) Soit I le milieu du segment [KK'], Montrer que les points O, I et E sont alignés. 

4) déterminer l'ensembles des points M du plan tel que f(M) =r)M). 


5) Caractériser l'application g =r fc Z) or | D Z) : 


6) Pour tout point N du plan on note N, = (DZ (N) et N, = (CES (N). 


a) Montrer que le milieu du segment [N,N:] est un point fixe que l'on précisera. 
b) Déterminer l'ensemble des points N du plan pour lesquels on a: NN; =AC. 


7) On considère l'application Ø = Ser) ° Syan) ° Stec) ° Step) Déterminer Ø(B ') puis caractériser ø . 
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Exercice 16 : Dans un plan P orienté, on considère un carré ABCD de centre I tel que 
(AB AD | = z [27] . On désigne par J et K les milieux respectifs de [AD] et [CD]. 
Soit E le point de P tel que le triangle DBE est équilatéral de sens direct. 

1) On pose y = tz ° Siac) 


a- Déterminer y (A ) et Y (D) . 

b- En déduire quey est une symétrie glissante et déterminer ses éléments caractéristiques. 

2) a- Montrer qu'il existe un unique déplacement R du plan qui transforme B en A et A en D. 

b- Caractériser R. 

3) Soit l'application g = “3 z) o fe r) .Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g. 


6 a 


4) Soit f la rotation de centre I et d'angle . On poseT = g of `". Déterminer le point T(A) puis 


caractériser l'application T. 

5) Soit M un point de P, on pose M; =f(M) et M2 =g(M) 

a- Quel est la nature du quadrilatère ABM:M:?. 

b- Montrer qu'il existe un seul antidéplacement @ qui envoi A sur M; et D sur Mz. 

c- Comparer Ø et ti °S (ar) 

En déduire la nature et les éléments caractéristiques de ø dans chacun des cas suivantes: 
* M appartient à la droite (BD). 

** M appartient à la parallèle à (AC) passant par D. 


Exercice 17 : Le plan complexe muni d'un repère orthonormé (o u,v | , Soit l'application du plan dans lui 


même qui à tout point M d'affixe Z on associe le point M'd'affixe Z' tel que Z'=—12 +1 

1) Montrer que f est une symétrie glissante. 

2) Montrer que fof est une translation dont on déterminera le vecteur. Caractériser alors f. 

Exercice 18 : Le plan est rapporté à un repère orthonormé | O,i, j) , on considère l'application f de P dans P 


qui à tout point M(x; y) on fait correspondre le point M'(x'; y') définie par: | p lioz g 
Va 
1) Montrer que f est une isométrie plane. 
2) Déterminer l'ensemble des points invariants par f. 
3) Montrer que f est un antidéplacement. 
4) Déduire la forme réduite de f. 
Exercice 19 : Soit f l'application du plan qui à tout point M(Z) associe le point M' tel que Z'=Z+2i. 
1) Montrer que f est une isométrie et la caractériser. 
2) Soit les droites A; et À, d'équations respectifs: À, :y=—2x et A,:y=2x+2. 
Montrer que A, UA, est globalement invariant par f. 
Exercice 20 : Dans un plan orienté, on considère un carré ABCD tel que( AB, AD) = z [27] . On note 
I=A*B; J=A*D et O le centre du carré. 
1) a) Montrer qu'il existe un unique déplacement f tel que f(A) =D et f(D =J. 
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b) En déduire que f est une rotation de centre O dont on précisera l'angle. 

2) Soit g l'antidéplacement tel que g(A) =D et g(I) =J. 

a) Montrer que g est une symétrie glissante dont on précisera l'axe et le vecteur. 

b) Vérifier que: g = f o Sian 

c) On déduire que l'isométrie t =5,,,, ° f ° Sta est une translation dont on précisera le vecteur. 


3) a) Caractériser l'isométrieg = g`o f. 

b) Trouver l'ensemble(ô) des points M tel que f(M) =g(M). En déduire g(B). 

4) On suppose que (A, AÏ, AJ) est un repère orthonormé direct du plan P. 

a) Déterminer la transformation complexe associé à f. 

b) En déduire que la transformation complexe associé à g est de la forme: Z'=i 22) 

5) On considère la suite des points (M,) définie par: Mo=A et Vne N*,g(M,)=M,. oùgest 
l'application définie dans la question 2. 

a) Montrer par récurrence que Yn € N, ona AM an =2n TJ . 

b) En déduire que Vn € N , Man+ı appartient à la droite fixe que l'on déterminera. 

Exercice 21 : On considère dans C l'équation (E) = z’ —2z? —iz+3—i. 


1) a- Vérifier que (E) admet une solution réelle. 
b- En déduire la résolution de (E). 


2) soit (o j j À j} un repère orthonormé direct du plan P; A ,B et C les points d'affixe respectives 
malizia 2, =2+1. 
a- Déterminer l'affixe de B' tel que: B'= À ER ; 
Å, es 
2 


b- Montrer que ABCB' est un carré. 
3) Soit f l'antidéplacement tel que f(A) =C et f(B) =B' et soit I le centre du carré ABCB:. 


a- Montrer que f = S, ° SaB) . 

b- En déduire que f est une symétrie glissante dont on précisera la forme réduite. 
4) sot g:P—P , M (z) — M (z) telque Z'=iZ +22 

a- Montrer que g est une isométrie. 


b- Soit E et F deux points d'affixes respectifs > et 2 -2i . Déterminer g(E) et g(F). 


c- En déduire la nature de g. 
Exercice 22 : Soit ABCD un carré de centre O tel que( AB, AD) = z [27] AA *D: KzA*B et L=B*Q: 


1) Soit f = Fa à ot— 085, . Caractériser f 


2) Montrer qu'il existe un unique déplacement g du plan dans lui même tel que 
g(A) =B et g(B) =C. Caractériser g. 

3) Montrer que f et g coïncident en un seul point que l'on déterminera. 

4) Trouver l'unique antidéplacement h du plan tel que h(A) =B et h(B) =C. 
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5) On prend comme repère R = (0,0C, OD) : 


a- On se propose de déterminer la nature de f d'une autre façon: 
Soient M(z) et M'(z') tel que M' =f(M). Trouver z' en fonction de z En déduire la nature et les éléments 
caractéristiques de f . 


B: Fr 


b- Soit Montrer que @ est une isométrie qui n'a pas de points 


M(z)+> M (z) telquez'=i z+i+1 
invariants. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de Q. 

c- Trouver goh(A)et g-h(B) en déduire que g ch =. 

d- Montrer que ø est la composée de trois symétries orthogonales que l'on précisera. 

6) Trouver tous les isométries du plan qui transforme {A, B} en {B, EX? | 

Exercice 23 :Le plan est muni d’un repère orthonormé (O,i, j) . On considère la droite A:2x— y+1=0 


et le vecteur (5) . Déterminer l’expression analytique de la symétrie glissante d’axe A et de vecteur v. 


Exercice 24 :Dans le plan P orienté, rapporté au repère orthonormé direct (oi, j) „on considère les 


points distincts A , B et C d’affixes respectives a,bet-b. 

1) Donner une condition nécessaire et suffisante vérifiée par a et b pour que les points A ,bet C soient 
alignés. 

2) Sur les droites (AB) et (AC) , àT extérieur du triangle ABC, on construit les carrés AFGB et ACDE de 
façon que (AF, AB) et (AC,AË) soient de sens direct. 

a) En considérant la rotation de centre A qui transforme C en E, montrer que l’affixe 

du point E est e=-ib+a(1-i) 

b) Calculer les affixes f, h et d des points F , H et D en fonction de a et de b. 

3) En déduire que :a) FE=20A et que (OA) L(EF) b) BD=CHet que (BD) L(CH) 

Exercice25 : Dans le plan P , on donne un triangle rectangle et isocèle ABC tel que 

(AB, AC) => (2rlK -B*C;I=A*B et J=A*C 

1) Soit o une isométrie du plan vérifiant p(B) =C et @(C) = B 

a) Montrer que @(K) = K ; en déduire que p{(A K)) = (AK) 

b) Montrer que p(A)e (AK) NG ; ou Cest le cercle de diamètre [BC] 

c) Déterminer alors toutes les isométries du plan vérifiant @(B) =C et (C) = B 

2) On suppose que (A) = À + A et B =S,(A) 

a) Vérifier que ABA C est carré 

b) Montrer qu’il existe un seul déplacement R, vérifiant R, (B) = À je tr RL (A) =A 


NS ; : HA 
c) Vérifier que R| = í 2] rotation de centre B et d'angle 3 Puis montrer queR,o@=r „ :rotation de 
B= CA 
RE 2 
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centre A et d’angle (— 3 


—] 
3) SŒET =r O-T etg =|r OT 
) (K.Ž) (AS) 8 (K,5) AE) 


2 
a) Déterminer f (B)etg(B). b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques def et g 


4) Montrer que fo, ap) €t goSs, ap) SONT deux symétrie orthogonales que l’on précisera 


Exercice 26 : Dans le plan orienté on considère un triangle équilatéral OAB de sens direct. On désigne 
par O' le symétrique de O par rapport à la droite (AB) et par I le milieu du segment [AB]. 
1) a- Quel est la nature du quadrilatère OAO'B?. - b- On pose f = S (on) ne r Caractériser f. 

tE 


c- On pose h=t°R „ .Caractériser h. 
(A, 3) 

2) a- Montrer qu'il existe un unique antidéplacement g tel que: g(A) =B et g(O) =0'. 
b- Montrer que g n'admet pas de point invariant. 
c- On pose H =se(1). Montrer que le triangle O'HB est rectangle en H; Construire alors le point H. 
d- En déduire la forme réduite de g. 
3) On pose ø= Sun) He z) a- Montrer que g =ø . b- En déduire que g =S, o S (04) 

3 
4) La droite (IH) coupe (AO) en K et on désigne par H' le milieu de [OB]. 
a- Montrer que (BO') est la médiatrice du segment [IH]. 
b- En décomposant S, en symétries orthogonales, d'axes convenablement choisis, retrouver la forme 
réduite de g. 
Exercice 27 : On donne dans le plan orienté P un triangle ABC équilatéral de sens direct inscrit dans un 
cercle (C).de centré O. 
On désigne par I le milieu de [BC], D =So(A) et K le point d'intersection de (AB) et de la parallèle à (BC) 
passant par ©. 
1) Montrer que AO =BD et que I le milieux de [OD]. 
2) Soit f une isométrie de P tel que f(A) =D et f(O) =B. On pose g = t° f - 
a- Déterminer g(O) et g(A).En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g. 
b- Montrer que l'on à: f =t- 50) Où f = e) 


3) Dans cette question, on suppose que le cercle (C) est de rayon 1 et on munit le plan P du repère 
orthonormé direct (0, OB, OE) ; 


a- Déterminer les affixes des points A; B et C. 
b- Déterminer la forme complexe de chacun des isométries: f, = t5 08, go) Et J25 Fez) 


c- Montrer que f ({A,B,C}) A ({A. B,C}) 
d- Déterminer l'ensemble des points M de P qui vérifient: f.(M) =f;:(M) 
i) analytiquement ii) En considérant f, o f.. 
Exercice 28 :On considère un triangle ABC. Les symétries S1, S2 et S; d'axes respectifs (BC), (CA) et 
(AB). On se propose d'étudier l'application: f = S, o S, o S. 
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On désigne par I, J et K les pieds des hauteurs du triangle ABC issus respectivement de A, B et C et par h 
l'orthocentre du triangle ABC. 1)a) Démontrer que f est un antidéplacement. 
b)Soit S une symétrie orthogonale. Démontrer que les applications S,oS,ef S,°S;, sont distinctes. En 


déduire que f n'est pas une symétrie orthogonale. 


2)a)Démontrer les égalités: 2[1. IK) = 2( HB, HK | [27] et 2( H5, HC] = 2[1. IC) [27] 





b) En déduire que 2 (BC. IK | = —2 (BCD [27 . Quelle est l'image de (IK) par S:? 


c) Montrer que la droite (IK) est globalement invariante par f. 

3) On désigne par l'=f(1).Démontrer l'égalité AT =AI et en déduire une construction de I. 
4) Démontrer que f = és oS UK) Construire l'image du triangle ABC par f. 

Exercice 29 :Soit dans C l’équation(E, ):z° -(1+i)e®z+ie"° =0 avec 8e[0,2x|. 

1) Résoudre dans C l’équation(E, ) ; On notera z, et z, les solutions de (E, ). 

2) On pose Z=7, +z,. 


a) Ecrire Z sous forme trigonométrique. b) En déduire les valeurs de : cs et sins% 


Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (o,u,v) ; On désigne par I; M, et M, les 
points d’affixes respectives (—1 +i) ; (e°) et (ie®) , 0e [0,27]. 


3) a) Déterminer les valeurs de 0 pour lesquelles les points I; M, et M, sont alignés. 
b) Montrer que (u MM, | =6 + {27 


c) En déduire les valeurs de @ pour que la droite(M,M, }) soit parallèle à l'axe des réels. 


4) a) Montrer que M, est l’image de M, par une rotation R, dont on précisera le centre et langle. 
b)Soit R, la rotation d'angle > et telle que R,(A)=I où A(-1) Déterminer la forme complexe deR,. 


c) Déterminer la nature de l’application R, eR, et la caractériser 
Exercice 30 : Dans le P orienté on considère un carré ABCD de centre I tel que (AB, AD) = z 27 


On désigne par J le symétrique de I par rapport à (BC) 
1) Montrer qu’il existe un unique déplacement r qui envoie B en C et C en D ; caractériser r. 


2)soit f =roS,,, et g = tor .a)Déterminer f (B) et f (C) puis caractérisé f 

b)Déterminer g(I) puis déterminer la nature de g et ses éléments caractéristiques . 

3)Soit l’antidéplacement h défini par h(D)=B et h(I)=J 

Montrer que h est une symétrie glissante dont on déterminera la forme réduite. 

4)Soit E ={M e Ptelqueh(M) = g(M)} Montrer que(MeE) e (f (M) = M) eten déduire l’ensemble E 
5) On donne AB=1 et on considère le repère R (A, AB, AD) a)Déterminer l’expression complexe de g 


b)Déterminer les affixes de I et J 
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c)On donne l’application ọ définie de P dans P qui à tout point d’affixe z associes le point M” d’affixe z’ 
telle que z'=Z+1+i, prouver que ọ est un antidéplacement et que @=h 


d) retrouver l’ensemble E et le comparer avec les résultat de 4). 
Exercice _ 31 : On donne dans le plan orienté P un triangle ABC isocèle en A 
N coupe (AB) en M et (AC) en M. 


tel que | AB, AC) = m [2z] .Soit N un point de la droite (BC) distinct de C. La parallèle à (AB) passant par 


1) a- Montrer qu'il existe un seul déplacement f qui envoie A en C et M en M'. 

b- Montrer que f(B) =A. c- Montrer que f est une rotation dont on précisera l'angle et le centre O. 

2) Soit C' =f(C). Montrer que le point C' appartient au cercle circonscrit au triangle ABC et que les droites 
(AC) et (BC) sont parallèles. 

3) On désigne par I, J, K et L les milieux respectifs des segments [BC], [CC'] , [C'A] et [AB]. 

Soit g l'antidéplacement qui envoie B en A et C en C'. 

a)Montrer que g est une symétrie glissante et préciser son axe A. 

b)Montrer que I € À. En déduire la forme réduite de g. c)Soit A'=g(A). Montrer que A' =S;ac\(C). 


4)a- Caractériser la transformation h= g o S AC) * 


b- Montrer que lorsque N varie sur la droite (BC), le vecteur MM, est constant. 

Exercice 32 : On donne, dans un plan orienté P, un triangle ABC quelconque inscrit dans un cercle & de 
centre O.On désigne par G son centre de gravité et par I, J et K les milieux respectifs de [BC], [CA] et 
[AB].On construire les triangles OIA' , OJB' et OKC' rectangle en O, de sens direct et tel que: 

OA =201T, OB 2207'éêt OC 20K. 

1) a- Montrer que: (0A; OB `) = (Or ,OJ [27] b- En déduire que: A'B'=21J. 

2) Montrer quil existe une seule isométrie f du plan qui vérifie: f(A) =A', f(B) =B' et f(C) =C' 

3) On se propose de déterminer f. 

On munit le plan P d'un repère orthonormé direct (o „u,v | , O étant le centre du cercle ¢ et on désigne par 
Zu l'affixe d'un point M de P. 

a)Montrer que: Za'=21Z, , Zp'=21Z; et C'= 2izęg. b)Exprimer alors za en fonction de Z4 et Zg. 

c) Soit l'application: g : P—— P; M (z) M “(ztel que : z'=-—iz + 3iz; 

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g. 


d) Montrer que f =g. 
4) Quelle condition doit vérifier le triangle ABC pour que le cercle & soit invariant par f ? 


Exercice 33:Dans le plan oriente, on considère un losange ABCD de centre Otel que : 
(AB, AD) - z [27] On note I, Jetk les milieux respectifs des segments | AB]|,[BC]et[ AD] 


1 )a) Identifier les deux isométries R = S(pc)0S (pr) l S(o10S (pc) 
b) Montrer que f = TOR est une rotation dont on précisera le centre et l'angle 
2) Soit M un point du segment | AB] et N un point du segment [BC] tel que AM = BN et Q le point tel 


que IDNQ est un parallélogramme 
a)Préciser R(M)en déduire que f(M)=Q .b) Donner la nature du triangle JMQ 
3) Soit g l’isométrie du plan tel que g(A) = D,g(B) =C etg(D) =B 
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a)Montrer que g est un antidéplacement. b) Montrer que g(O) = J et g(K) = 0O puis identifier t.0g 
c) En déduire que g est une symétrie glissante dont on précisera laxe et le vecteur 
4) On note h=R 'oget®= S \n0R 0g ].Déterminer h(B) et h(K) puis identifier h et ®. 


Exercice34 : Le plan est oriente dans le sens direct. Soit ABC un triangle rectangle en A et tel que 


(BC,BA) = [2x] .On désigne par Ole milieu du segment [BC] et par le barycentre des points pondérés 


(A, V2)et(B,1). 
l)a) Montrer que AI= AC . : b) Montrer qu’il existe un seul déplacement f tel que f (C) =1etf(D =B. 
c) Prouver que f est une rotation, préciser son angle et construire son centre £2 . 


d) Montrer que Q appartient au cercle (c) circonscrit au triangle ABC et que (BQ, BA) = in] ; 


2) La parallèle à la droite (AC)passant par y recoupe le cercle (c) en F. 


a) Déterminer f (Q A)) En déduire quef (A)=F. b) Montrer que les points C, I et Fsont alignés. 
3) Soient A ,A,et A, les médiatrices respectives des segment [QF],[FBlet[BA].On note g =S a,05,,084, 
a) Montrer que g est une symétrie orthogonale. b) Déterminer g({) , en déduire que :S, 0S,, =S,.0$, 
4) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune des transformations 
suivantes : P=S OS, 08, OS(xn, Et W=— To, 
Exercice 35: P est le plan complexe muni d'un repère orthonormé directe (o, ü,v) Soient A, B. et C les 
points d’affixes respectives z=4,z=4et z= JIi 
1/Déterminer l’ensemble des points M de P pour lesquels il existe au moins une isométrie f vérifiant 
f (A)=B et f(C)=M 2/soit 6€ |-r, T] et soit D le point d’affixe Zp = 4+ 2e'° 

a) Montrer qu’il existe un seul antidéplacement fọ tel que f,(A)=B et f,(C)=D. 


b) Déterminer la valeur de O pour laquelle f,est une symétrie orthogonale. 


ST 
3/ On prend 0 = LE on note g = f; a)Montrer que g est une symétrie glissante. 
b) Déterminer l’expression de g. c) Déterminer une équation de laxe A de g et l’affixe de son vecteur W 
Exercice 36 : Le plan est oriente dans le sens direct. Soit ABC un triangle équilatéral direct de centre O et C son 
cercle circonscrit. On désigne par D le symétrique de À par rapport à O et E le milieu de [AC] ; 


D1) Montrer que AO = DB 
2) La parallèle à (BC) passant par O coupe (AB) en K .Montrer que les triangles AKD et BKO sont isocèles en K. 


3) Soit f le déplacement qui envoie A sur D etO sur B Montrer que f est une rotation dont on précisera l’angle et le 
centre. ii 
4) Soit g l’antidéplacement qui envoi A sur D et O sur B .Montrer que g est une symétrie glissante dont on précisera 


laxe et le vecteur. 5) Déterminer l’ensemble des points M du plan tel que f (M) = g(M). 
TE 
I) On désigne par R, R,et R, les rotations d’angle z de centre respectives A,B etC. 


1) On pose h =R,0R,0R, . Déterminer h(A) puis caractériser h . 
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2) On pose ọ=h o R | x) Déterminer @(C) puis caractériser ® : 3) Identifier R, 0. 
Qi 
3 


-H zir = rS. T Azs 
Exercice37 : On considère un carré ABCD de centre O tel que (AB, AD) = 2%] .On désigne par : 
A'=S, (A), D'=S.(D) et par [= A°*C 
1) Montrer qu’il existe un unique déplacement R du plan qui transforme A'en A et D en B 2) Caractériser 
l application R Soit p=T O-R 
a) Déterminer Ọ(A ') et@(D) .b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de Q . 
3) Montrer que (A) = D' et déduire la nature de triangle IAD'. 
4) Soitg = Sgp) O @.a)Déterminer g(D) et g(A ') .b) Déduire que g est une symétrie glissante que l’on caractérisera. 
ee 7e. 
Exercice 38 : Soit ABC un triangle isocèle tel que AB = AC et (AB, AC) — z2” Soit I le point tel que CIA 


soit un triangle rectangle et isocèle en C et de sens direct. 
1)a)Montrer qu’il existe un déplacement unique f tel que f(A)=I et f(B)=(C). 


b) Déterminer langle de f .En déduire que f est une rotation .Construire son centre O. 
2) Montrer que OBAC est un losange. 
3) On pose g =S, .of.a) Déterminer g(A)etg(B). b) Caractériser alors g. 


(oc) 


4) Soit A la perpendiculaire à (BC) en B et H le projeté orthogonale sur (OC). On pose h = foS, 


a) Montrer que h est une symétrie glissante. b) Montrer queh = S oc)O t:=.c) Déterminer alors la forme réduite deh . 


Exercice 39 : Le plan complexe P est rapporté à un repère orthonormé direct{O, e, : e, | 


On donne les points À, B, C et D d'affixes respectives 24+21;2—21; —-2—-2iet4. 


1) Soient a et b deux réels tel que a+b =4. 
On considère les points M et N d'affixes respectives a et bi et on construit le carré MQNR de diagonal 


[MN] tel que [ON.om) = z [27] .Calculer l'affixe du point Q. En déduire que la position de Q est 


indépendante du choix de a et b. 
b-Soit I le milieu du segment [MN]. Montrer que, lorsque a et b varient, le point I décrit une droite A dont 
on donnera une équation cartésienne. 


2) Soit f la rotation de centre B et d'angle 
a- Donner la forme complexe de f. b- Déterminer le points f(A) et f(D). 
3) On pose g =f oS où S est la symétrie orthogonale d'axe la droite des abscisses. 


a- Soit M un point d'affixe z et soit z' l'affixe du point M'=e(M).Montrer que: z ‘= iz —-di. 
b- Montrer que g est une isométrie n'ayant aucun point invariant. 
Soit Íz °S, Ou À est la médiatrice du segment [OB].Déterminer h(A) ; h(B) et h(D). 


En déduire que g =t- 05. 
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Exercice N° 1: R pondis par « Vrai » ou « Faux » » 


| iig ncos(nT) 
1) La suite ( U, ) définie sur IN par U, = Ty est convergente. 
n + 





2) Soitne IN etke {1;2;....;n}, On poses, = > U et on suppose que = SA PRE alors : 
ur UN a 2n 
lim S, =— 


B) Cocher la réponse exacte : 


1) L'ensemble des points M d’affixe z = 1+ 2e% avec 0E CA est : 


a) un cercle b) un segment de droite c) un demi cercle 
2) Les images des racines huitièmes de —1+7isont : 
a) un cercle trigonométrique b) alignés c) symétriques 2 à 2 par rapport à l’origine 


3) Soit la fonction définie sur IR ayant pour courbe (C,)à pour 
asymptote horizontale la droite d'équation y = 0 au voisinage de 


V1+x? +1 


+00 soit g la fonction définie par g(x) = —————— alors 
X 


a) i) gof est continue sur IR“ 


ii) gof est continue sur IR —-{2} 





iii)gof est continue sur IR, 


b) lim gof (x) = i) —co ii) 0 ili) +00 


Vxsin m 


Exercice N° 2 : Soit la fonction f définie sur ZR\{1} par : { f (x) = si xe IR, \{1} 


1 GX) = Es —2X+XxSiX<0 


1)a) Encadrer f(x) pour tout x€ 10, i ; 
b) Montrer alors que f est continue en Q. 
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c) Déterminer lim f(x), lim Vx f(x) et lim f(x). 


2) On pose U(x) Son _ sinx 
X 





TT * 
et w(x) =-= pourxE IR, \{1}. 
Vx 


a) Vérifier que pour x€ IR: AL, FO WG) VoU(x). 
b) En déduire que f admet un prolongement par continuité g en 1. 


i j 
c) A l’aide de g, montrer que l’équation sin (Z) = RE —) admet dans l'intervalle |1,2| 
x x 


une solution «. 

Exercice N° 3 : 

On considère la suite (F,) définie par : F, =1, F =1, F,» = F, + F, . On notera que la troisième 
information signifie que tout terme de la suite ( à partir du troisième) est égal à la somme des deux termes 
qui le précédent. 

Pour l'information, F, représente l’effectif de la population des ancêtres de nième génération d’une abeille 
mâle. 

1) Démontrer, par récurrence, que F, >n Vne N. Que peut-on en déduire à propos de la limite de la suite 


(F,) ? 


2) Démontrer par récurrence que F xF, =F°,+(-1)" Yne N 
3) Pour la suite de l'exercice, on considère les suites (ø, ),(u,) et (v,) définies par les égalités : 


PE 
g, = F ’ n = Pin € n = Pur: 


G 
KKE 


n+2 


a) Déterminer une écriture fractionnaire de Ø,,, — Ø, . En déduire que Pis — D, = 


b) Déterminer le sens de variation des suites (u, ) et (v, ). 


c) Démontrer que les suites (u, ) et (v,) sont adjacentes. En déduire que la suite (ø) converge. 
d) Démontrer que lim CA D 1) =p. 


e) En déduire la valeur de la limite de la suite (ø, ). 
Exercice N° 4: 
le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct (o, OA, OB) et I le milieu de [AB]. On 


considère l’ application f de P/{1} dans P qui à tout qui à tout point M d’affixe z + = associe le point M’ 


z =i 


2z=(1+1) 
1) a) Montrer que A et B sont les seuls points invariants par f. 
b) Préciser les affixes des antécédents du point I par f. 


d’affixe z = 





l n oB E 

2) a) Soit ze CALE. Montrer que Z —i (2) 
2 z —1 z—] 
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| BM: [BMY 
b) En déduire que pour tout point Me P/{A,B,It On a ——- =| — | et que 
) que p p {A,B 1I} v (x) q 


(AM,BM )=2(AM,BM)[2n] 

c) Sur quel ensemble se déplace le point M’ lorsque M se déplace sur le cercle de diamètre [AB]/{A,B} 
3) Soit A la médiatrice de segment| AB |. On suppose que M est un point de A / fT} i 

a) Vérifier que M € A 

b) Construire le point M’à l’aide d’un point M de A/{T} 

Exercice N° 5: 

1) Résoudre dans C l équation 4z° — 23e °z+e% =0 : Ge [0;x|. 

2) Mettre les solutions sous la forme exponentielle. 

3) le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct (O, u, v) , on désigne par Met M, les points 


d’affixes respectives z, = 5 : J et z, = 5 = je 








4 
a) Montrer que les points M,et M, appartiennent à un même cercle fixe dont on précisera le centre et le 
rayon. 
b) Montrer que = 


2 
c) En déduire que O M, M, est un triangle équilatéral. 


1+i/3 
FLE 


4) a) Montrer que (u, M,M, ) =0- 27] 
b) Déterminer © pour que la droite (MM, ) soit parallèle à la droite d’équation y = -x 


5) Résoudre dans € l’équation 4z° — 2/3 E) z +i=0 


V2 
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Exercice N° 1: 

À) Répondre par « Vrai » ou « Faux » 
n 

1) Soit(U, ) la suite définie par U, = ; ne INet n>2. La suite(U,) est convergente. 


2) Soit(U, ) la suite définie par U, =1 etU, =U, (à) alors (U, ) est convergente. 


3) Le tableau de variation d’une fonction f est le suivant : 


Si (U, ) est la suite définie par ÜU,=6 etU „=f (U) alors (U, )est f(x ne oi 5 


croissante 


B) Cocher la réponse exacte : 


1) On considère dans C l'équation (E): z* -2mz —1 = 0 avec me C’\{-1;1} ; on désigne parz'etz"les 


solutions de(E) alors : 
a) arg(z')+arg(z")=0[2x] b) arg(z'}+arg(z")=x{27] ©) arg(z')+arg(z")=arg(m)[2x] 


"+2" A 
mu t: a) +o ; b) 1 ; c)n’admet pas de limite. 





2) lim 


nto 3’ — 
3) Si f est une fonction continue sur un intervalle Ja, bf avec a et b deux réels tels que a <b = 


a) f est bornée sur Ja, b[ b) l’image par f de Ja,bl est un intervalle de même nature 


c) f est continue sur tout intervalle contenu dans |a, bf 


Exercice N° 2 : 
V1+x-V/1-x 


EEE 
1) Déterminer le domaine de définition D de g. 


1—41-x° 


X 
3) Montrer que g est impaire. 

4) Etudier la dérivabilité de g en 0 et à droite en 1. 
5) Dresser le tableau de variation de g. 


A) Soit g la fonction définie par g(x) = 


2) En déduire lim 
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l 
B) Soit fixaa ‘sin L) si xe RO 


f(x)=g(x) si xe [0,1] 
1) Etudier la continuité de f en 0O. 
2) Etudier la dérivabilité de f en Q. 
3) Déterminer f (x) lorsque xe R\[0,1]. 


4) Calculer lim 1 Ex} et lim f = 
C) Soit U la suite définie sur N° parU, = ksin =). 
k=l 


1) a) Montrer que l’ équation cos x — cs 0 admet une seule solution x, dans oZ] 
T 
eri pe l 2 
b) Donner le tableau de variation de la fonction @ définie sur 0 z par @(x) = Sin x——x. 
TT 


En déduire jie x <sinx VAE o 4 
T 2 
c) Calculer lim U. 


à, [=l = 
Exercice N° 3 ; Soit (a,) et (b,) les deux suites réelles définies par lg > 3 at b, 
2 
1) a) Calculer b, et a puis b, et a, 
b) Montrer que Yne N,0<a, <b, 
2) a) Montrer que (b, ) est décroissante et que (a„) est croissante. 


b) En déduire que les deux suites (a, ) et (b,) sont convergentes. 
3) a) Montrer que 0< b, j ~ = S(b, -a,)Vne N et que0 <b, —a, S 5) 
b) Montrer, alors, que (a,) et (b,) convergent vers une même limite. Conclure. 


4) On pose (x,)la suite définie sur N' pars — Da 
a) Etudier la monotonie de (x,) , en déduire qu’elle est convergente. 
b) Vérifier que Yne N°, x, = AE 
c) Soit (y, ) la suite définie sur N° par y, =n (b,-a,). Montrer que (y,) est convergente et calculer sa 
limite. 
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Exercice N° 4 :Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct (O.i,j) on donne le 
point A (i), soit l’application f : P —>P ; M(z)=> M (z) ET QUE Z = (I-I) ZFFE 

1) Déterminer l’ensemble des points M (z) tel que z| = 2. 

2) Soit M un point distinct de A et M =f (M). 

a) Montrer que le triangle AMM est rectangle et isocèle en M. 

b) Déterminer une mesure orientée de l’angle (AM; AM | 


c) En déduire une construction de point M =f(M). 
T 


3) Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tel que arg (z) sr [27] 

Exercice N° 5 : Soit l’équation (E):z*-2(1+icos8)z+2icos0=0 ; 0e (El 

1) Résoudre dans C l’équation(E). 

2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct(O, uU, v) On considère les points 
A,M, etM, d’affixes respectives 1; z, =1+ie® ;z,=1+ie ". 

a) Ecrire z, et z, sous forme exponentielle. 


b) Déterminer et construire l’ensemble des points M, lorsque 0 décrit l’intervalle là 


c) On pose I =M, *M, . Déterminer et construire l’ensemble des points I lorsque 0 décrit l'intervalle 


"i 


noZ 
3) a) Ecrire — 
l 

l’on précisera. 
b) Déterminer 6 pour que AM,M, soit un triangle isocèle. 





=] 1607 gi 
sous forme exponentielle et en déduire que M, est l’image de M, par une rotation que 


4) a) Montrer que lorsque 0 varie sur bi , la droite (MM;) à une direction fixe. 
b) Prouver donc que M, =S, (M,) avec A:x=1 


c) Déterminer © pour que OAM,M, soit un losange. 


114 


EEE EE 


x Mathématiques x 4° Math x 


Devoirs Collection : « Pilote » 


Devoir de synthèse N° 1 (Exemple 1) 





Exercice N° 1 :Pour chaque question une seule des trois propositions a, b et c est exacte, laquelle ? 
1) Un déplacement qui fixe deux points distincts est : 


a) Une translation de vecteur non b) Une rotation d’angle c) L'identité du plan 
non nul 


nul 
2) À une droite passant par un point O, alors l’application S, o R ) est : 
3 


a) Une symétrie orthogonale | b) Une rotation c) Une symétrie glissante 
l 


3) Soit (U, )la suite définie sur IN’ et vérifiant Vn € ':1-1 SU si- 
n n + 

















alors la suite {U, }est : 


a) croissante ; b)décroissante  ; c) n1 croissante ni décroissante. 


4) E et E'sont les courbes représentatives des fonction f et f dans un repère orthonormé, f et f " étant 


dérivables sur IR, la tangente à 6 en M ( 3,4) a pour coefficient directeur 2 alors la tangente à &' en 


M'(4;-3) à pour coefficient directeur : 


si i TM 
2 


Exercice N°2: Dans un plan orienté, on considère un carré ABCD tel que | AB, AD) 5 a 


27 |- : On note 


AB; J=A*D et 0 le centre du carré. 

1) a) Montrer qu'il existe un unique déplacement f tel que f(A) =D et f(I) =J. 

b) En déduire que f est une rotation de centre O dont on précisera l'angle. 

2) Soit g l'antidéplacement tel que g(A) =D et g(I) =J. 

a) Montrer que g est une symétrie glissante dont on précisera l'axe et le vecteur. 
b) Vérifier que: g = f o Sian 


c) On déduire que l'isométrief = S7) ° f ° Sia est une translation dont on précisera le vecteur. 
3) a) Caractériser l'isométriew=g'of. 

b) Trouver l'ensemble (ô) des points M tel que f(M) =g(M). En déduiré g(B). 

4) On suppose que (A, AÏ, AJ) est un repère orthonormé direct du plan P. 


a) Déterminer la transformation complexe associé à f. | 

b) En déduire que la transformation complexe associé à g est de la forme: Z'=i Ein 

5) On considère la suite des points (M,) définit par: Mo=A et Vne N*,g(M,)=M,, ou gest 
l'application définie dans la question 2. 

a) Montrer par récurrence que Vne N AM an =2nI] . 

b) En déduire Vn € N , M, appartient à la droite fixe que l'on déterminera 
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Exercice N°3 : Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = +1, On désigne par (€ ) sa 


X 
1+4V1+ x 


courbe représentative selon un repère orthonormé (o;i i ) du plan. 


l 


a 1.5 


1) a) Montrer que f est dérivable sur IR etque V xe IR ; f'(x)= 


b) Dresser le tableau de variations de f . 
2) a) Montrer que le point Z (0;1) est un centre de symétrie de (£ ) ; 
b) Donner une équation de la tangente (T) à (C) Au point. c) Tracer(T) er (C). 
3) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur |0:;21. 
2(%-1) 
2x—x° 
c) Tracer la courbe (C') de f™ dans le même repère orthonormé (0 Ti j) 


F (x)= f (tgx) si eo; 2 


LE 


1) a) Montrer que F est continue sur 0 ; z .b) Calculer F (x ) VxE [o ; z 


b) Montrer que V xe |0; 2] ; f~ (x)= 


D 


B) Soit F la fonction définie sur o ; z par : 


2) a)Montrer que F admet une fonction réciproque F™ définie sur [132] 


b) Montrer que F~ est dérivable sur [1 2| et déterminer sa fonction dérivée. 








c) Montrer que V xef1;2] ; F''(x)+F7 (2) = 
x 
. * It _] 1 U 
3) Soit we IN On pose U, => F EL er ve 
k=0 n+k n+]l 





n 


a) Montrer que V ne IN* ; F” G] sr - n)sr fs) 
2 n+k n 


b) En déduire que ( V ) est convergente et calculer sa limite. 


n /neIN" 
| L | AFK | w 
Cho T = — > E oh . Déduire que Pi . est convergente et calculer sa limite. 
n+l l+n+k EIN 


čxercice N° 4: 
) Résoudre dans C léquationiz* +(1-d)(1+i)z+d?+1=0 où d est un nombre complexe. 
) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct(O, u, v) On considère les points 
\,B,M,M, etM, d’affixes respectivesi;—i;d;z, =i+d : Z, = —l—id. Déterminer l’ensemble A des 
oints M d’affixe d tel que OM, = OM, . 
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3) On suppose que |d| = 3. Montrer que le point M, appartient à un cercle fixe que l’on précisera. 


4) On suppose que arg (d) = EU . Montrer que le point M, appartient à une droite fixe que l’on 


précisera. 
5) On suppose dans cette question que |d] =}; d#i et d£-1. 
a) Vérifier géométriquement que le triangle AMB est rectangle en M. 


—id } 
est un réel. 





b) En déduire que le nombre complexe s 
6) Soit l'application f, :M(z)—M (z) tel que: z = (a —i3)z+1 

a) Déterminer d pour que f, soit une translation. 

b) Déterminer la transformée complexe associe à l’homothétie h de rapport : et de centre O. 


c) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de application =f, ch. 

Exercice N° 5 : Soit O un réel appartient à l’intervalle |-n;x|. 

1) On considère dans C l’équation (E):z*-2(1+i)[sin0-i]z+4sin0 =0 

a) Développer | (2- 2i) cos Ji puis résoudre dans C l équation (E). On donne les solutions de (E) sous 
forme cartésienne et on précisera les cas des racines doubles. 

b) Exprimer les solutions de (E) à l’aide de e° et e”. 

2) le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct (O,u, v) , On considère les points 
A;B;M;M, etM, d’affixes 

respectives z, =1—i ; z, =—2i ; z=V2e":z = (=i)(1re" jetz, S (illae) 

a) Exprimer z, à l’aide de z. En déduire que M, est l’image de M par une rotation dont on précisera le 
centre et l’angle. 

b) Déterminer alors l’ensemble (C) des points M, lorsque O décrit |-r;x|. 


x À Re et, : de T 
c) Donner une mesure de l’angle orienté (AB: AM | . Placer alors le point M, correspondant à 6 = À 


3) On désigne par I le milieu de [M,M, |. 
a) Déterminer l’ensemble des points I lorsque @ décrit |-n;x|. 


b) Montrer que lorsque O varie dans |-x: at ; la droite (M,M,) garde une direction fixe. 


c) En déduire que M, est le symétrique de M, par rapport à une droite À que l’on précisera. 





4) Déterminer et construire l’ensemble T = M) E P tel que: el 5 ) = -Binh | 
Z+ 2 





Z , ‘18e | 
5) Mettre ——— sous forme exponentielle. Retrouver ainsi l’ensemble des points M, 


Zz, +2i 
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Exercice N° 1 : 
Cocher la ou les repose(s) exacte(s) : 
1) Soit A et B deux points distincts du plan, alors h, A) eS, est: 


2) Le plan est muni d’un repère orthonormé direct (O, uU, v) . Soit f l'application du plan dans lui-même qui 


N 
à tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z'= -e *z-alorsii= 








3) Le plan complexe P est muni d’un repère orthonormé direct | O,u, v) . Soit f l’ application du plan dans 


point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z'=-—iz, alors f est : 
b) symétrie orthogonale c)symétrie glissante 


Exercice N°2 : Dans le plan complexe P qui est muni d’un repère orthonormé direct (o, u, v) , on donne 


lui-même qui à tout 
a) un déplacement 













la droite À d’équation y =1 et M un point de A d’affixe z. 
1) a) Vérifier que : M(z)e A & |z| = |z — 2il 





b) On pose fa, OM) = 6 [27] avec 0<0<7. Montrer que |z| = - et que z = cot gð +i 


2) Soit ne IN’ avec n 22, et (E) Péquation : z" =(z-—2i)". 


a) Montrer que si z est une solution de (E) alors M(z)€ A 





b) Montrer que | a se më 2 | —.Z =COt gti ; retrouver 2) a). 
Z= 21 


c) En déduire que (E) admet exactement n-1 solutions de la forme : z, = cot e=] Tisis kso=] 
n 


3) a) Montrer que l’équation (E) est équivalente à l’équation (E) | yc ( -2i)" z"K =0. 
k=1 





Ji n-l 
D) En déduire que : Z 2 cZ 2 i) 


c) Montrer alors que : sin CE sin | | MRS S sin ex) E 





n n 22 
4) Soit la suite définie sur IN‘ /{1} par: U, =sin (z) sin (2) E9 sin ex) 
a) Démontrer que la suite (U, )est décroissante et majorée. 
>) Démontrer que Vne IN /{1}; Ua = ZU, + en déduire la limite de la suite (U, ) 
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Exercice N° 3 ; Soit ABC un triangle équilatéral direct, I =B*C et D SIAL 
On pose: f =t ° Ko z) ; g =s na 


+ 


et h=S,,°kR 
aa 
1) Déterminer la nature de f et ses éléments caractéristiques. 

2)a) Déterminer g (B). 

b) Montrer que g est une rotation dont on précisera l'angle. Soit G le centre de g. Montrer que les points À, 
B, Get C appartiennent à un même Cercle C. Construire le point G. 

3)a) Caractériser l'application f og 

b) Pour tout point M du plan, on note M; =f(M) et M2 =g(M).Montrer que la droite (MM) passe par un 
point fixe lorsque M décrit le plan P\{C}. 

c) Déterminer l'ensemble des points M du plan pour lesquels on a: MM; = AD. 

4)a) Montrer que h est une symétrie glissante. 

b) Trouver la forme réduite de h. 


5) Soit Q — Si AC) (B ) et r la rotation d'angle 3 qui envoie A sur C. On note E =r(B). 


a)Déterminer le centre de r et montrer que C =A*E. 
b)Soit Ne [AB] {A,B} tel que AN = CN'. Montrer que le triangle QNN' est équilatéral. 





cos(x”*—1}-1 
mé ie m Si xe Il ; + oo| 
Exercice N° 4l- Soit la fonction f définie sur |0 ; +| par: f (x)= : 
SR 
kot si xel0;1| 
x 


1) Déterminer les limites suivantes : lim f(x) ; lim f(x). 
X—> t+ x—30* 
2) Etudier la continuité da la fonction f sur son domaine de définition. 
3) Etudier la dérivabilité da la fonction f en 1 et interpréter géométriquement le résultat obtenu. 
4) Soit g la restriction da la fonction f à l'intervalle | 0 ; 1]. 
a) Montrer que g réalise une bijection de ]0 ; 1]sur un intervalle que l’on précisera. 
b) Expliciter g` (x). 


g” 7 





5) On donne la suite U définie sur Z={ne IN ; n22} par:U,= 
a) Montrer que V nelIN ; Uny >30, 


ñn—2 
b) En déduire que la suite U est croissante et que U „ 2 (3) XUY REY 
c) Calculer la limite de la suite U lorsque n tend vers +2. 
6) a) Montrer que l'équation g (x) =U, possède une unique solution @, € |0 ; 1] Vne 7 
b) Montrer que la suite (a, ) _, est décroissante. 


c) En déduire que la suite (&, 13 ; Est convergente et calculer sa limite. 
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- Exercice N° 5: 

Soit f une fonction impaire définie sur D = |-ce;-1[ O |l; +| dont 

la représentation graphique de la restriction de f sur |1;+c| , dans 

un repère orthonormé (0;i;j) , est tracée (s ) représentée 
ci-dessous. Les droites d'équations x = let y =1-— x sont des 

asymptotes de la courbe (£, )de f dans (0;i;j) j 

I) En utilisant le graphique (6; ) : 

1) Répondre par Vrai ou Faux : 


a) f est une bijection de D sur IR 
b) La droitex = -1est une asymptote à(£,) 





LIA 
c) lim Pa =] 
X—)+æ x 
2) a) Compléter la construction de(£;) b) Dresser alors le tableau de variation de f. 


II) On suppose dans la suite que f (x) > Ta +bx avec a et b sont des réels et soitÀ € W2 ; ko) 
x” —1 | 





1) Montrer que a =letb=-1. 
2) a) déterminer, en fonction de À, l’ Aire A, de la région du plan limitée par la courbe (€, )et les droites 


d’équation y =i-x ; x = V2 etx =À. 
b) Calculer lim A, . 
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